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Μία Εισαγωγή
στους Μιγαδικούς Αριθμούς

Ν.Σ. Μαυρογιάννης

Περίληψη

Στο παρόν άρθρο παρουσιάζεται υλικό στο οποίο
στηρίχθηκε μία σειρά μαθημάτων που δόθηκαν κατά
τα σχολικά έτη 2005-2006, 2006-2007 και 2011-2012
στους μαθητές μου της Θετικής Κατεύθυνσης της Β΄
Λυκείου αμέσως μετά την διδασκαλία των διανυσμάτων.
Διήρκεσαν περίπου 3 διδακτικές ώρες. Σκοπός είναι
να γίνει μία «φυσική» εισαγωγή στους μιγαδικούς α-
ριθμούς με την βοήθεια των διανυσμάτων. Η βασική
ιδέα, που φυσικά δεν είναι καινούργια (βλ. λ.χ. [E-
vans],[Fuchs & Szele,]), είναι να προσπαθήσουμε να ει-
σαγάγουμε ένα πολλαπλασιασμό στα διανύσματα του
επιπέδου κατά τρόπο ώστε να μιμηθούμε, κατά το δυ-
νατόν τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών.
Τεχνικά μιλώντας το πρόβλημα είναι να «μετατραπεί»
ο διανυσματικός χώρος των διανυσμάτων του επιπέδου
σε μία πραγματική άλγεβρα και τελικά σε σώμα. Αυ-
τό γίνεται προβάλλοντας διαδοχικές «αξιώσεις» ώσπου
στο τέλος ορίζεται ο πολλαπλασιασμός των μιγαδικών.
Η διάταξη που έχω επιλέξει δεν είναι η συντομότερη δυ-
νατή. Η αργοπορία είναι εσκεμμένη για να δοθεί στους
μαθητές η χρονική δυνατότητα να εξοικειωθούν με τη
νέα κατασκευή. Η εισαγωγή συνοδεύτηκε, στο περιθώ-
ριο των μαθημάτων, από απλές υπολογιστικές ασκήσεις
μιγαδικών προκειμένου η νέα γνώση να γίνει ευσταθής.
Μέρος αυτής της δουλειάς παρουσιάσθηκε σε εισήγη-
ση με τίτλο «Βέλη και Αδύνατοι Αριθμοί» στην ημερίδα
«Καινοτομίες και κριτική σκέψη: Αναζητώντας πρακτι-
κές για τη σχολική τάξη» που οργάνωσαν οι Σχολικοί
Σύμβουλοι Δ.Δ.Ε. Β΄ Αθήνας στο Κολλέγιο Ψυχικού
την 27-10-2010.

1 Εισαγωγή

Είναι γνωστό ότι οι μιγαδικοί αριθμοί εισήχθησαν στα Μαθημα-
τικά στα μέσα του 16ου αιώνα προκειμένου να καταστεί δυνατή
η επίλυση των τριτοβαθμίων εξισώσεων ([Θωμαΐδης],[Kleiner],
[Green], [Nahin]). Οι πρώτη αλγεβρική τεχνική που αναπτύχθη-
κε ήταν εκείνη της επίλυσης με ριζικά όπου όπως στην επίλυση
της δευτεροβάθμιας εξίσωσης οι ρίζες εκφράζονται ως παραστά-
σεις των συντελεστών με την βοήθεια των τεσσάρων πράξεων
και ριζικών. Η τεχνική αυτή που αναπτύχθηκε από τους Del
Ferro, Fontana (Tartaglia), Cardano προσέκρουε σε μία δυ-
σκολία που η έκταση της δεν ήταν γνωστή εκείνη την εποχή.
Τριτοβάθμιες εξισώσεις με ακέραιους συντελεστές και πραγμα-
τικές αλλά άρρητες ρίζες ρίζες ήταν αδύνατο να επιλυθούν με
ριζικά αν δεν χρησιμοποιούνταν μιγαδικοί αριθμοί1. Πρόκειται

για την περίφημη μη αναγώγιμη περίπτωση (casus irreducibi-
lis)2. Παρά το γεγονός ότι οι μιγαδικοί αριθμοί προσέφεραν
λύση στο πρόβλημα που «κλήθηκαν» να επιλύσουν, η χρήση
τους αντιμετωπίστηκε αρχικά με επιφύλαξη. Αν και οι μιγαδι-
κοί από την ΄Αλγεβρα του Bombelli (το έργο μπορεί να βρεθεί
στο διαδίκτυο για την σημασία του βλ. και La Nave & Mazur
και μετά άρχισαν να χρησιμοποιούνται συστηματικά οι αρχικές
επιφυλάξεις δεν παραμερίστηκαν. Ο Euler στην ΄Αλγεβρα, που
απέχει περίπου 200 χρόνια από την ΄Αλγεβρα του Bombelli έ-
γραφε: «... είναι προφανές ότι δε μπορούμε να κατατάξουμε την
τετραγωνική ρίζα ενός αρνητικού αριθμού μεταξύ των δυνατών
αριθμών, και συνεπώς πρέπει να πούμε ότι αυτός είναι μια α-
δύνατη ποσότητα. Με αυτό τον τρόπο οδηγούμεθα στην ιδέα
αριθμών που είναι από την φύση τους αδύνατοι...».3

Η εδραίωση της θέσης των μιγαδικών αριθμών πραγματο-
ποιήθηκε τον 19ο αιώνα με τις προόδους της ΄Αλγεβρας και
της θεωρίας μιγαδικών συναρτήσεων. Το ότι οι φανταστικοί
αριθμοί είναι εξ΄ ίσου πραγματικοί με τους πραγματικούς έγινε
αντιληπτό με τον καιρό ιδίως όταν οι μιγαδικοί συνδέθηκαν με
συντεταγμένες και διανύσματα. Η σύνδεση των μιγαδικών α-
ριθμών με τα διανύσματα έγινε κυρίως από τους Caspar Wessel
(1745-1818) και Jean-Robert Argand (1768-1822). Μάλιστα ο
πρώτος θεωρούσε την έννοια του μιγαδικού πιο φυσική και κα-
τάλληλη να εξηγήσει την έννοια του διανύσματος. Η σύνδεση
των διανυσμάτων με τους μιγαδικούς μας βοηθάει να κατανοή-
σουμε και τις δύο έννοιες και είναι εξαιρετικά γόνιμη ([Deaux],
[Hahn], [Harkin, &Harkin], [Yaglom])
Παρ΄ όλες αυτές τις προόδους η «φύση» και η σε διδακτικό

επίπεδο παρουσίαση των μιγαδικών αριθμών υπήρξε αντικείμε-
νο συζητήσεων ακόμη και στον 20ο αιώνα. Λ.χ. στο [Allen]
επισημαίνονται αδυναμίες στην έκθεση των μιγαδικών σε κα-
θιερωμένα βιβλία ΄Αλγεβρας όπως τωνWeber, Serret, Chrystal
ενώ χαρακτηριστική η κριτική που ασκείται στο [Hardy] για το
[Bowley] (βλ. και [Palmer]. Γενικά για την εισαγωγή των μιγα-
δικών βλ. [Bosch & Krajkiewicz], [Diamond], [Dorman, Tol-
lefson & Stein], [Nahin], [Landau], [Ledermann], [Schmalz],
[Temple], [Willson]

2 Εσωτερικό Γινόμενο Διανυσμά-
των

2.1 Επισκόπηση

΄Εχουμε μάθει ότι το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων α⃗, β⃗
ορίζεται να είναι μηδέν αν κάποιο από τα δύο αυτά διανύσματα
είναι μηδέν και να είναι

α⃗ ⋅ β⃗ = ∣α⃗∣ ∣β⃗∣συν (α⃗, β⃗) (1)

όταν κάποιο από τα α⃗, β⃗ είναι διάφορα του μηδενικού διανύσμα-
τος. Το εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων έχει, όπως ξέρουμε,

1Με άλλες μεθόδους όπως λ.χ. με χρήση τριγωνομετρικών συναρτήσεων (τεχνική που εισήγαγε ο Vieta η δυσκολία αυτή παρακάμπτεται
2Birkhoff & MacLane: 414
3Euler σελίδα 43
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τις ακόλουθες ιδιότητες:

α⃗ ⋅ β⃗ = β⃗ ⋅ α⃗ (2)

α⃗ ⋅ (β⃗ + γ⃗) = α⃗ ⋅ β⃗ + α⃗ ⋅ γ⃗ (3)

κ (α⃗ ⋅ β⃗) = (κα⃗) ⋅ β⃗ = α⃗ ⋅ (κ β⃗) (4)

Γνωρίζουμε ότι αν i⃗ και j⃗ είναι τα μοναδιαία διανύσματα των α-
ξόνων τότε κάθε διάνυσμα του επιπέδου γράφεται ως γραμμικός
συνδυασμός των i⃗, j⃗ κατά μοναδικό τρόπο. Αν τώρα έχουμε
τα διανύσματα α⃗ = xi⃗ + yj⃗ και β⃗ = κi⃗ + λj⃗ τότε

α⃗ ⋅ β⃗ = (xi⃗ + yj⃗) ⋅ (κi⃗ + λj⃗) =
xκ (⃗i ⋅ i⃗) + (xλ + yκ) (⃗i ⋅ j⃗) + (yλ) (j⃗ ⋅ j⃗) (5)

Βέβαια
i⃗ ⋅ i⃗ = j⃗ ⋅ j⃗ = 1, i⃗ ⋅ j⃗ = 0 (6)

και επομένως η (5) έχει τη γνωστή μας μορφή:

α⃗ ⋅ β⃗ = xκ + yλ (7)

Στα μαθήματα μας ξεκινήσαμε από την (1) παρατηρήσάμε ότι
αυτή έχει ως άμεση συνέπεια την (2) αλλά και τις (6) χρησιμο-
ποιήσαμε το νόμο των συνημιτόνων για να αποδείξουμε την (5)
και στο τέλος αποδείξαμε τις (3), (4) που ως συνέπεια έχουν
την (5)

2.2 Μια παρατήρηση για τη σειρά των α-
ποδείξεων

Η σειρά που ακολουθήσαμε είναι εκείνη του σχολικού βιβλίου
και είναι αρκετά φυσιολογική. Θα μπορούσαμε όμως να εργα-
σθούμε αλλιώς, κάτι που γίνεται σε πολλά βιβλία. Να απαιτή-
σουμε το γινόμενο μας α⃗ ⋅ β⃗ να είναι ένας αριθμός που να έχει
τις ιδιότητες (2),(3), (4) στη συνέχεια να αποδείξουμε την (5)
και αφού ορίσουμε να ισχύουν οι (6) να καταλήξουμε στην
(7). Η δε (1) να αποδειχθεί στο τέλος. Η δεύτερη αυτή πορεία
είναι πιό τεχνητή αλλά «λέει» εξ΄ αρχής τί θέλουμε να κάνουμε:

Θέλουμε να πολλαπλασιάζουμε διανύσματα έτσι ώστε το
αποτέλεσμα να είναι αριθμός

Ο πολλαπλασιασμός να «σέβεται» αρκετά τις ιδιότητες
των πράξεων

Τα i⃗, j⃗ θα πολλαπλασιάζονται σύμφωνα με την «προπαί-
δεια»

⋅ i⃗ j⃗

i⃗ 1 0

j⃗ 0 1

2.3 Το εσωτερικό γινόμενο δεν είναι «ε-
σωτερικό»

΄Οταν σχηματίζουμε το εσωτερικό γινόμενο α⃗ ⋅ β⃗ δύο διανυσμά-
των α⃗, β⃗ το αποτέλεσμα είναι αριθμός δηλαδή κάτι έξω από
τα διανύσματα. Θα ήταν μάλλον πιο λογικό να ονομάζεται εξω-
τερικό γινόμενο. Παρά το ότι έχουν χρησιμοποιηθεί και άλλα

ονόματα όπως αριθμητικό γινόμενο εν τούτοις ο όρος εσωτε-
ρικό γινόμενο έχει ιστορικά επικρατήσει. Ο όρος εξωτε-
ρικό γινόμενο έχει «παραχωρηθεί»4 για το αποτέλεσμα ενός
ορισμένου είδους πολλαπλασιασμού που συμβολίζεται με α⃗ × β⃗
και τον συναντάμε πολύ συχνά στην Φυσική. Αν γ⃗ = α⃗× β⃗ τότε
το γ⃗ είναι ένα διάνυσμα κάθετο στο επίπεδο των διανυσμάτων
α⃗, β⃗ με φορά που βρίσκεται με τον κανόνα του δεξιόστροφου
κοχλία και μέτρο: ∣γ⃗∣ = ∣α⃗∣ ∣β⃗∣ηµω
όπου ω είναι η γωνία των διανυσμάτων α⃗, β⃗.

3 Διάνυσμα επί διάνυσμα ίσον
διάνυσμα

3.1 Το πρόβλημα.

Μπορούμε να έχουμε ένα πολλαπλασιασμό διανυσμάτων ώστε
το αποτέλεσμα να είναι διάνυσμα; Δηλαδή να έχουμε ένα κα-
νόνα που σε δύο διανύσματα να αντιστοιχεί ένα τρίτο διάνυσμα
και η πράξη να είναι πολλαπλασιασμός; Αλλά τι εννοούμε λέγο-
ντας «πολλαπλασιασμός»; Θα μας ήταν αρκετό να πούμε ότι το
αποτέλεσμα είναι πάντα το διάνυσμα 0⃗; Τυπικά θα μπορούσαμε
αλλά είναι ένας άχρηστος πολλαπλασιασμός. Από ένα πολλα-
πλασιασμό θα περιμέναμε να μοιάζει όσο γίνεται περισσότερο με
τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών. Θα περιμέναμε
να δηλαδή να «συνεργάζεται» καλά:

Με τον εαυτό του.

Την άλλη πράξη των διανυσμάτων, την πρόσθεση.

Την πράξη του πολλαπλασιασμού διανυσμάτων επί αριθμό

Με το μέτρο διανυσμάτων

Για την ώρα δεν ξέρουμε πως θα είναι αυτός ο πολλαπλασιασμός
ούτε αν έχουμε ελπίδες να τον ορίσουμε. Ας πούμε ότι το πετύ-
χαμε και ότι ο πολλαπλασιασμός μας είναι ο ⊙. Με άλλα λόγια
ότι αν έχουμε δύο οποιαδήποτε διανύσματα α⃗ και β⃗ μπορούμε
με αυτό τον πολλαπλασιασμό να τα πολλαπλασιάσουμε και να
πάρουμε το γινόμενο τους, ως προς αυτό τον πολλαπλασιασμό
βέβαια, α⃗⊙ β⃗.

4Οι όροι εσωτερικό και εξωτερικό γινόμενο οφείλονται στον H. G. Grassmann (1809-1877) ο οποίος μελέτησε διάφορα είδη πολλαπλασιασμού των
διανυσμάτων
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3.2 Κάνοντας το πρόβλημα πιο συγκεκρι-
μένο.

Είπαμε πριν ότι ο πολλαπλασιασμός που ψάχνουμε πρέπει να συ-
νεργάζεται πρώτα απ΄ όλα καλά με τον εαυτό του. Δύο λογικές
απαιτήσεις θα ήταν να ισχύουν, για όλες τις επιλογές διανυσμά-
των α⃗⊙ β⃗ και γ⃗ οι ισότητες:

α⃗⊙ β⃗ = β⃗ ⊙ α⃗ (8)

και

(α⃗⊙ β⃗) ⊙ γ⃗ = α⃗⊙ (β⃗ ⊙ γ⃗) (9)

Θα σημειώσατε ότι η ιδιότητα (8) είναι η ανάλογη της (2) του
εσωτερικού γινομένου. Επίσης θα θυμάστε από τα μαθήματα
μας ότι δεν υπάρχει ελπίδα να έχουμε για το εσωτερικό γινόμενο
ιδιότητα ανάλογη της (9)5.

Συνεργασία με την πρόσθεση σημαίνει να μπορούν να επι-
μερίζονται τα γινόμενα όταν συναντούν αθροίσματα δηλαδή να
ισχύει

α⃗⊙ (β⃗ + γ⃗) = (α⃗⊙ β⃗) + (α⃗⊙ γ⃗) (10)

ιδιότητα που ασφαλώς έχει και το εσωτερικό γινόμενο λόγω της
(3).

Ακόμη θέλουμε το γινόμενο μας να έχει μία ιδιότητα ανά-
λογη με την (4) δηλαδή να ισχύει

κ (α⃗⊙ β⃗) = (κα⃗) ⊙ β⃗ = α⃗⊙ (κβ⃗) (11)

Οι ιδιότητες (8), (9), (10) και (11) μας επιτρέπουν να κά-
νουμε αρκετές πράξεις. Για παράδειγμα

(α⃗ + β⃗) ⊙ (γ⃗ + δ⃗) =
((α⃗ + β⃗) ⊙ γ⃗) + ((α⃗ + β⃗) ⊙ δ⃗) =
(γ⃗ ⊙ (α⃗ + β⃗)) + (δ⃗ ⊙ (α⃗ + β⃗)) =

(γ⃗ ⊙ α⃗) + (γ⃗ ⊙ β⃗) + (δ⃗ ⊙ α⃗) + (δ⃗ ⊙ β⃗) =
(α⃗⊙ γ⃗) + (β⃗ ⊙ γ⃗) + (α⃗⊙ δ⃗) + (β⃗ ⊙ δ⃗) =

α⃗⊙ γ⃗ + β⃗ ⊙ γ⃗ + α⃗⊙ δ⃗ + β⃗ ⊙ δ⃗

Στην τελευταία σειρά δεν κάναμε άλλη πράξη απλώς παραλείψα-
με τις παρενθέσεις όπως κάνουμε και με το συνηθισμένο πολ-
λαπλασιασμό.

3.3 Και ακόμη πιο συγκεκριμένο...

Για τον πολλαπλασιασμό μας θα χρειασθούμε μία μονάδα δηλαδή
ένα διάνυσμα που πολλαπλασιαζόμενο με κάθε άλλο διάνυσμα
να το αφήνει ως έχει. Είναι λογικό να θέλουμε να έχει και μή-
κος ίσο με μονάδα δηλαδή να είναι ένα μοναδιαίο διάνυσμα.
Τέτοια έχουμε όσα θέλουμε:

Μπορούμε να πάρουμε ένα οποιοδήποτε και να «χτίσουμε» με
βάση αυτό ένα σύστημα αξόνων. Επομένως μπορούμε να θεω-
ρήσουμε εξάρχής ότι η μονάδα μας θα είναι το διάνυσμα i⃗ και
να δουλέψουμε με το i⃗ και το j⃗ ΄Εστω ότι α⃗ = xi⃗ + yj⃗ και
β⃗ = κi⃗ + λj⃗. Σύμφωνα με τις ιδιότητες που θέλουμε να έχει ο
πολλαπλασιασμός μας ⊙ θα έχουμε

α⃗⊙ β⃗ = ((xi⃗) ⊙ (κi⃗)) + ((xi⃗) ⊙ (λj⃗))+((yj⃗) ⊙ (κi⃗)) + ((yj⃗) ⊙ (λj⃗))
και σύμφωνα με την (11) θα έχουμε:

α⃗⊙ β⃗ = xκ (⃗i⊙ i⃗) + xλ (⃗i⊙ j⃗) + yκ (j⃗ ⊙ i⃗) + yλ (j⃗ ⊙ j⃗)
που λόγω της (8) θα είναι

α⃗⊙ β⃗ = xκ (⃗i⊙ i⃗) + (xλ + yκ) (⃗i⊙ j⃗) + yλ (j⃗ ⊙ j⃗) (12)

΄Αρα λόγω της (12) αρκεί να συμπληρωθεί ο πίνακας

⊙ i⃗ j⃗

i⃗

j⃗

Σημειώστε ότι επειδή θα είναι i⃗⊙ j⃗ = j⃗⊙ i⃗ χρειάζεται να συμπλη-
ρώσουμε τρία μόνο τετράγωνα του πίνακα. Αλλά έχουμε συμ-
φωνήσει πως το i⃗ θα συμπεριφέρεται σαν μονάδα. ΄Αρα i⃗⊙ i⃗ = i⃗

και j⃗ ⊙ i⃗ = j⃗ = i⃗ ⊙ i⃗. Επομένως μπορούμε να συμπληρώσουμε
τρία από τα τέσσερα τετραγωνάκια του πίνακα μας:

⊙ i⃗ j⃗

i⃗ i⃗ j⃗

j⃗ j⃗

Μπορούμε να απλουστεύσουμε λίγο τα πράγματα: Για να θυ-
μόμαστε ότι το i⃗ θα συμπεριφέρεται ως μονάδα θα το συμβολί-
ζουμε στο εξής με 1. Για λόγους απλότητας θα παραλείπουμε
το βελάκι δηλαδή αντί για 1 θα γράφουμε 1. Το σύμβολο i⃗ μέ-
νει τώρα ελεύθερο και μπορούμε να το χρησιμοποιήσουμε στη
θέση του j⃗. Δηλαδή οι νέοι συμβολισμοί θα είναι

1⃗ αντί του i⃗ και
i⃗ αντί του j⃗

5 ΄Εχουμε δεί ότι αν σημαίνει κάτι η ισότητα (α⃗ ⋅ β⃗) ⋅ γ⃗ = α⃗ ⋅ (β⃗ ⋅ γ⃗) θα σημαίνει αναγκαστικά (α⃗ ⋅ β⃗) γ⃗ = (β⃗ ⋅ γ⃗) α⃗ και η τελευταία σχέση ισχύει μόνο
όταν γ⃗//α⃗ ή όταν β⃗ = 0⃗.
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i⃗

j⃗

1⃗

i⃗

΄Αρα ο πίνακας του πολλαπλασιασμού μας μέχρι στιγμής είναι:

⊙ 1⃗ i⃗

1⃗ 1⃗ i⃗

i⃗ i⃗

3.4 Λίγα περισσότερα για τον πολλαπλα-
σιασμό

Ποιο όμως θα είναι το αποτέλεσμα του πολλαπλασιασμού i⃗⊙ i⃗.
΄Οτι και να είναι πρόκειται, όπως έχουμε συμφωνήσει, για ένα
διάνυσμα. Επομένως θα μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συν-
δυασμός των 1 και i⃗. Ας πούμε λοιπόν ότι

i⃗⊙ i⃗ = p1⃗ + qi⃗
Μπορούμε να συμφωνήσουμε όπως και στις δυνάμεις αντί για
i⃗ ⊙ i⃗ να γράφουμε i⃗2. Αρκεί να ξέρουμε για ποιό τετράγωνο
μιλάμε: Για το i⃗⊙ i⃗. ΄Αρα

i⃗2 = p1⃗ + qi⃗ (13)

Για την ώρα μπορούμε να συμπληρώσουμε τον πίνακα μας:

⊙ 1⃗ i⃗

1⃗ 1⃗ i⃗

i⃗ i⃗ p1⃗ + qi⃗
Ας δούμε πως θα πολλαπλασιάσουμε το α1⃗ + βi⃗ με το γ1⃗ + δi⃗
Είναι (α1⃗ + βi⃗) ⊙ (γ1⃗ + δi⃗) =

αγ(1⃗⊙ 1⃗) + (αδ + βγ)(1⃗⊙ i⃗) + βδi⃗2 =
αγ(1⃗⊙ 1⃗) + (αδ + βγ)(1⃗⊙ i⃗) + βδ(p1⃗ + qi⃗) =

(αγ + βδp)1⃗ + (αδ + βγ + βδq)⃗i

3.5 Η απαίτηση για ύπαρξη αντιστρόφου
και οι συνέπειες

Ο πολλαπλασιασμός στους αριθμούς έχει μία αξιοσημείωτη ι-
διότητα που είναι ο πρόδρομος της διαίρεσης. Αν έχουμε ένα
οποιοδήποτε μη μηδενικό αριθμό υπάρχει ένας μοναδικός μη μη-
δενικός αριθμός που το γινόμενο του επί τον πρώτο μας δίνει
1. Αυτό για για τα διανύσματα και τον πολλαπλασιασμό τους
μεταφράζεται ως εξής: Για κάθε μη μηδενικό διάνυσμα α1⃗ + βi⃗
υπάρχει μη μηδενικό διάνυσμα x1⃗ + yi⃗ ώστε

(α1⃗ + βi⃗) ⊙ (x1⃗ + yi⃗) = 1⃗
Και επειδή το α΄ μέλος είναι ίσο με

(αx + βyp)1⃗ + (αy + βx + βyq)⃗i
τελικά πρέπει για κάθε μη μηδενικό διάνυσμα α1⃗ + βi⃗ να υπάρ-
χουν μοναδικά x, y ώστε

(αx + βyp)1⃗ + (αy + βx + βyq)⃗i = 1⃗
Επομένως για κάθε ζεύγος α,β με α2 + β2

≠ 0 πρέπει το σύ-
στημα

αx + βyp = 1
αy + βx + βyq = 0 }

δηλαδή το σύστημα

αx + pβy = 1
βx + (α + βq)y = 0 } (14)

να έχει μοναδική λύση. ΄Αρα πρέπει η ορίζουσα του

∣ α pβ

β α + βq ∣ = α2 + qβα − pβ2

να είναι διαφορετική του μηδενός για κάθε ζεύγος α,β με
α2 + β2

≠ 0. Η παράσταση α2 + qβα − pβ2 μπορεί να θεω-
ρηθεί ως δευτεροβάθμιο τριώνυμο ως προς α αλλά και ως προς
β. Στην πρώτη περίπτωση η διακρίνουσα του είναι

(q2 + 4p)β2

ενώ στην δεύτερη (q2 + 4p)α2

Κάποιο από τα α,β είναι διάφορο του μηδενός. Ας πούμε ότι εί-
ναι το β. Θα πρέπει τότε για κάθε α το τριώνυμο α2+qβα−pβ2

να είναι διάφορο του μηδενός δηλαδή θα πρέπει (q2 + 4p)β2
< 0

που σημαίνει ότι

q2 + 4p < 0 (15)

Η συνθήκη (15) μας λέει και ποια διανύσματα (p1⃗ + qi⃗) είναι
κατάλληλα για να αποτελέσουν επιλογή για το i⃗2. Κατ΄ αρχάς
πρέπει να είναι

p < 0

και ακόμη −√−4p < q < √−4p που σημαίνει ότι τα πέρατα των
κατάλληλων διανυσμάτων p1⃗+qi⃗ πρέπει να ανήκουν στο χωρίο:
4



Από τη στιγμή που επιλέξουμε τα p, q να ικανοποιούν την (15)
τότε έχουμε ορίσει και ένα πολλαπλασιασμό που εγγυάται ότι
κάθε μη μηδενικό στοιχείο θα έχει και αντίστροφο. 6

Παράδειγμα 1. Αν επιλέξουμε να ορίσουμε

i⃗ 2
= −2 ⋅ 1⃗ + 3⃗i

Τότε:

1. (2 ⋅ 1⃗ + 3⃗i) ⊙ (4 ⋅ 1⃗ + 2⃗i) = 8 ⋅ 1⃗ + 16⃗i + 6⃗i2 = 8 ⋅ 1⃗ + 16⃗i +
6 (−2 ⋅ 1⃗ + 3⃗i) = −4 ⋅ 1⃗ + 34⃗i

2. Για να βρούμε το αντίστροφο του 2 ⋅ 1⃗ + 3⃗i αναζητουμε
x, y τέτοια ώστε (2 ⋅ 1⃗ + 3⃗i) ⊙ (x ⋅ 1⃗ + yi⃗) = 1⃗ Αλλά(2 ⋅ 1⃗ + 3⃗i)⊙(x ⋅ 1⃗ + yi⃗) = 2x⋅1⃗+(3x + 2y) i⃗+3yi⃗2 = 2x⋅1⃗+(3x + 2y) i⃗ + 3y (−2 ⋅ 1⃗ + 3⃗i) = (2x − 6y) ⋅ 1⃗ + (3x + 11y) i⃗
Πρέπει λοιπόν

(2x − 6y) ⋅ 1⃗ + (3x + 11y) i⃗ = 1⃗
και έτσι έχουμε το σύστημα:

2x − 6y = 1
3x + 11y = 0 }

Λύνοντας βρίσκουμε:

x =
11

40
, y = − 3

40

και επομένως το αντίστροφο του

2 ⋅ 1⃗ + 3⃗i
είναι το

11

40
⋅ 1⃗ − 3

40
i⃗

3.6 Η τελευταία απαίτηση: Ο πολλαπλα-
σιασμός να συνεργάζεται με το μέ-
τρο.

Θέλουμε το μέτρο των διανυσμάτων να συμπεριφέρεται με στον
πολλαπλασιασμό ⊙ όπως συμπεριφέρεται η απόλυτη τιμή των
πραγματικών αριθμών με τον πολλαπλασιασμό πραγματικών α-
ριθμών. Δηλαδή θέλουμε να ισχύει

μέτρο γινομένου=γινόμενο των μέτρων

ή συμβολικά για κάθε α,β, γ, δ να ισχύει:

∣(α ⋅ 1⃗ + βi⃗) ⊙ (γ ⋅ 1⃗ + δi⃗)∣ = ∣α ⋅ 1⃗ + βi⃗∣ ⋅ ∣γ ⋅ 1⃗ + δi⃗∣ (16)

Είδαμε ότι

(α1⃗ + βi⃗) ⊙ (γ1⃗ + δi⃗) = (αγ + βδp)1⃗ + (αδ + βγ + βδq)⃗i (17)
και επομένως η (16) ισοδυναμεί με την:√(αγ + βδp)2 + (αδ + βγ + βδq)2 =√α2 + β2

√
γ2 + δ2

που μας λέει ότι για κάθε τετράδα α,β, γ, δ πρέπει να ισχύει:

2αγβδp + β2δ2p2 + 2αδβγ+
2αδ2βq + 2β2δq + β2δ2q2 − β2δ2 = 0

(18)

Από την ισότητα (18) εξάγουμε κάποια περαιτέρω συμπερά-
σματα για τα p, q δίνοντας ειδικές τιμές στα α,β, γ, δ. ΄Ετσι για
α = 0, β = 1, γ = 0, δ = 1

−1 + p2 + q2 = 0
και για α = 0, β = 1, γ = 1, δ = 1 ότι:

−1 + p2 + 2q + q2 = 0
από τις οποίες προκύπτει ότι

q = 0 (19)

οπότε
2αγβδp + β2δ2p2 + 2αδβγ − β2δ2 = 0

από την οποία αν θέσουμε α = β = γ = δ = 1 βρίσκουμε

2p + p2 + 1 = 0
δηλαδή

p = −1 (20)

Ανακεφαλαιώνοντας:

Αν απαιτήσουμε από τον πολλαπλασιασμό μας κάθε μη
μηδενικό στοιχείο να έχει αντίστροφο έχουμε άπειρες ε-
πιλογές για το ποιό μπορεί να είναι το i⃗ 2.

6Δηλαδή υπάρχουν περισσότεροι του ενός πολλαπλασιασμοί που κάνουν το σύνολο των διανυσμάτων του επιπέδου δηλαδή το R
2 σώμα (βλ και

[Dorman, Tollefson , Stein]). Κάθε τέτοιος πολλαπλασιασμός ουσιαστικά αντιστοιχεί σε μία επέκταση του σώματος R βαθμού 2. Πρόκειται για
αλγεβρική επέκταση της οποίας το ανάγωγο πολυώνυμο θα είναι βαθμού 2 με άλλα λόγια ένα τριώνυμο x2 + qx− p με αρνητική διακρίνουσα q2 + 4p < 0.
Ο πολλαπλασιασμός:

(α
Ð→

1 + βi⃗) ⊙ (γ
Ð→

1 + δi⃗) = (αγ + βδp)
Ð→

1 + (αδ + βγ + βδq)⃗i

δεν είναι άλλος από τον πολλαπλασιασμό των πολυωνύμων α + βx, γ + δx modulo x2 + qx − p όπου το γινόμενο τους (α + βx) (γ + δx) =
βδx2 + (αδ + βγ)x + αγ αντικαθίσταται με το υπόλοιπο της διαίρεσης του με x2 + qx − p δηλαδή το (βγ + αδ − βδq)x + αγ + βδp.

5



Αν απαιτήσουμε το μέτρο του γινομένου να είναι το γινό-
μενο των μέτρων τότε καταλήγουμε στην απαίτηση

i⃗ 2 = −1⃗ (21)

που μας οδηγεί στην ακόλουθη σχέση του πολλαπλασια-
σμού:

(αÐ→1 + βi⃗) ⊙ (γÐ→1 + δi⃗) = (αγ − βδ)Ð→1 + (αδ + βγ)⃗i (22)
η οποία προκύπτει από την (17) για τις τιμές q = 0, p = −1
που βρήκαμε.

4 Συνεχίζοντας με την επιλογή
i⃗ 2 = −1⃗

4.1 Μία γεωμετρική ερμηνεία του πολλα-
πλασιασμού

΄Οταν πολλαπλασιάζουμε το u⃗ με το i⃗ σχηματίζεται ένα νέο
διάνυσμα το u⃗ ⊙ i⃗. Ας υποθέσουμε ότι u⃗ = x1⃗ + yi⃗. Τό-
τε u⃗ ⊙ i⃗ = −y1⃗ + xi⃗. Παρατηρούμε ότι το εσωτερικό γινόμε-
νο των διανυσμάτων u⃗ = (x, y) και u⃗ ⊙ i⃗ = (−y, x) είναι το
u⃗ ⋅ (u⃗⊙ i⃗) = −xy + yx = 0. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι τα διανύ-
σματα είναι κάθετα δηλαδή

u⃗�(u⃗⊙ i⃗) (23)

Επομένως το u⃗⊙ i⃗ είναι ένα διάνυσμα κάθετο στο u⃗ και το μέτρο
του είναι ∣u⃗⊙ i⃗∣ = ∣u⃗∣ ⋅ ∣⃗i∣ = ∣u⃗∣ ⋅ 1 = ∣u⃗∣
Υπάρχουν δύο αντίθετα διανύσματα τα οποία έχουν μέτρο ίσο
με το μέτρο του u⃗ και είναι κάθετα σε αυτό:

u

b

Μπορούμε όμως να βρούμε ποιό από τα δύο είναι το u⃗ ⊙ i⃗ αν
εξετάσουμε τα πρόσημα των συντεταγμένων των u⃗ και u⃗⊙ i⃗:

u⃗ u⃗⊙ i⃗

τετμημένη x τεταγμένη y τετμημένη −y τεταγμένη x

+ + - +

- + - -

- - + -

+ - + +

Από τον παραπάνω πίνακα μπορούμε να συμπεράνουμε ότι αν
το διάνυσμα u⃗ βρίσκεται στο 1ο, 2ο, 3ο, 4ο τεταρτημόριο τότε
διάνυσμα u⃗ ⊙ i⃗ βρίσκεται αντιστοίχως στο 2ο, 3ο, 4ο, 1ο τε-
ταρτημόριο επομένως από τα δύο κάθετα διανύσματα το u⃗ ⊙ i⃗

είναι εκείνο που προκύπτει από το u⃗ με περιστροφή 90○ κατά
την θετική φορά.

u⃗
u⃗⊙ i⃗

+

b

Με βάση το προηγούμενο συμπέρασμα μπορούμε να δούμε πως
επιδρά στο διάνυσμα u⃗ ο πολλαπλασιασμός του με το α1⃗ + βi⃗
δηλαδή πως σχηματιζεται το διάνυσμα (α1⃗ + βi⃗)⊙ u⃗ αν ξέρουμε
τα u⃗ και α1⃗ + βi⃗. Κατ΄ αρχάς παρατηρούμε ότι:

(α1⃗ + βi⃗) ⊙ u⃗ = (α1⃗) ⊙ u⃗ + (βi⃗) ⊙ u⃗ =

α (1⃗⊙ u⃗) + β (⃗i⊙ u⃗) = αu⃗ + β (u⃗⊙ i⃗)
Επομένως για να βρούμε το

(α1⃗ + βi⃗) ⊙ u⃗

αρκεί να βρούμε τα:

αu⃗

β (u⃗⊙ i⃗)
και να τα προσθέσουμε. Το πρώτο είναι εύκολο πρόκειται για το
γινόμενο του αριθμού α με το διάνυσμα u⃗. Για το δεύτερο βρί-
σκουμε το i⃗⊙ u⃗ α) στρέφοντας το u⃗ κατά ορθή γωνία και κατά
την θετική φορά β) πολλαπλασιάζοντας το αποτέλεσμα u⃗⊙ i⃗.

Μπορούμε ακόμη να παρατηρήσουμε τα εξης:

Το ορθογώνιο τρίγωνο που σχηματίζει το διάνυσμα
α1⃗ + βi⃗ με την προβολή του στον άξονα x′x είναι όμοιο
με το ορθογώνιο τρίγωνο που σχηματίζουν τα διανύσματα(α1⃗ + βi⃗) ⊙ u⃗ και αu⃗. Επομένως η γωνία που σχηματί-

ζει το (α1⃗ + βi⃗) ⊙ u⃗ με το u⃗ είναι ίση με τη γωνία ω που

σχηματίζει το α1⃗ + βi⃗ με τον x′x.
Ισχύει ∣(α1⃗ + βi⃗) ⊙ u⃗∣ =

√∣αu⃗∣2 + ∣β (u⃗⊙ i⃗)∣2 =√
α2∣u⃗∣2 + β2∣u⃗∣2 =√α2 + β2 ⋅ ∣u⃗∣ = ∣α1⃗ + βi⃗∣ ⋅ ∣u⃗∣
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Επομένως για να σχηματίσουμε το γινόμενο (α1⃗ + βi⃗) ⊙ u⃗ =(α1⃗) αρκεί
Βήμα 1 Να βρούμε το μέτρο του α1⃗ + βi⃗.
Βήμα 2 Να βρούμε την γωνία ω που σχηματίζει το διάνυσμα

α1⃗ + βi⃗ με το άξονα x′x δηλαδή την γωνία κατά την ο-
ποία πρέπει να στραφεί κατά την θετική φορά ο θετικός
ημιάξονας Ox έως ότου να συναντήσει το α1⃗ + βi⃗.

Βήμα 3 Να περιστρέψουμε κατά την θετική φορά και κατά
γωνία ω το διάνυσμα u⃗

Βήμα 4 Να πολλαπλασιάσουμε το διάνυσμα που βρήκαμε επί
το μέτρο του α1⃗ + βi⃗.

4.2 ΄Ενα νέο σύνολο αριθμών

Τώρα που έχουμε εξοικειωθεί με τον συμβολισμό μπορούμε να
κάνουμε κάποιες απλουστεύσεις:

Αντί Γράφουμε

α ⋅Ð→1 α

i⃗ i⊙ ⋅ ή και τίποτε(α ⋅Ð→1 + βi⃗) ⊙ (γ ⋅Ð→1 + δi⃗) (α + βi) (γ + δi)
Μπορούμε λοιπόν να «βλέπουμε» κάθε διάνυσμα (α,β) του ε-
πιπέδου σαν μία παράσταση α + βi. Οι παραστάσεις αυτές που
δεν είναι άλλες από τα διανύσματα του επιπέδου:

Συγκρίνονται ως προς την ισότητα: α+βi = γ+δi⇔(α,β) = (γ, δ)⇔ α = γ και β = δ

Προσθαφαιρούνται (α + βi) ± (γ + δi) = (α,β) ± (γ, δ) =(α ± γ, β ± δ) = (α ± γ) + (β ± δ) i
Πολλαπλασιάζονται: Με την βοήθεια της (22) μπορούμε

να γράψουμε:

(α + βi) (γ + δi) = αγ − βδ + (αδ + βγ) i
Διαιρούνται: Ο αντίστροφος του α + βi από την επίλυση

του συστήματος (14) θεωρώντας ότι p = −1, q = 0 δηλαδή
του συστήματος

αx − βy = 1
βx + αy = 0 }

το οποίο έχει λύση, πάντα υπό την προϋπόθεση ότι
α2 + β2

≠ 0. Είναι

x =
α

α2 + β2
και − β

α2 + β2

΄Αρα ο αντίστροφος του α + βi τον οποίο μπορούμε να
συμβολίσουμε και με 1

α+βi
είναι ο

α

α2 + β2
− β

α2 + β2
i

Επομένως αν θέλουμε να διαιρέσουμε τον α + βi με τον
γ + δi αρκεί να πολλαπλασιάσουμε τον πρώτο με τον αντί-
στροφο του δευτέρου που βρίσκεται με την ίδια λογική να
είναι ο γ

γ2
+δ2
− δ

γ2
+δ2

i. ΄Αρα
α+βi

γ+δi
= (α + βi) 1

γ+δi
= (α + βi) ( γ

γ2
+δ2
− δ

γ2
+δ2

i) =
αγ+βδ

γ2
+δ2
+ βγ−αδ

γ2
+δ2

i

Συνοψίζοντας με τις παραπάνω πράξεις μπορούμε να «βλέπου-
με» τα διανύσματα του επιπέδου σαν αριθμούς που προστίθενται,
αφαιρούνται, πολλαπλασιάζονται, διαιρούνται. Με αυτές τις συ-
γκεκριμένες πράξεις τα διανύσματα συγκροτούν ένα νέο σύνολο
αριθμών τους μιγαδικούς αριθμούς που συμβολίζεται με C. Τα
διανύσματα α + 0i αποτελούν ένα «αντίτυπο» των πραγματικών
αριθμών μέσα στο C και έτσι θεωρούμε ότι R ⊆ C.
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