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Σχολικός Σύμβουλος Μαθηματικών1 Εισαγωγή

Σ΄ ένα από τα τελευταία τεύχη του μαθητικού περιοδικού Ευκ-
λείδης Β΄ (Νο 82, Οκτώβριος - Νοέμβριος - Δεκέμβριος 2011,
σελ. 25) δημοσιεύτηκε η ακόλουθη άσκηση:

Δίνεται η εξίσωση αx2 + βx + γ = 0 , α ≠ 0. Εάν
∣α + β + γ∣ < ∣α∣ να δείξετε ότι η εξίσωση έχει μία
τουλάχιστον ρίζα μεταξύ 0 και 2.

Η συγκεκριμένη άσκηση προέρχεται από τον «σκληρό πυρήνα»
της παραδοσιακής ασκησιολογίας του δευτεροβάθμιου τριωνύ-
μου και των απολύτων τιμών και η επίλυσή της στον Ευκλείδη Β΄
ακολουθεί τη σχετική «μεθοδολογία». Με τη βοήθεια των τύπ-
ων του Viéte η δοθείσα σχέση των συντελεστών της εξίσωσης
μετασχηματίζεται σε μία σχέση μεταξύ των ριζών από την οποία
συνάγεται το ζητούμενο. Αντιγράφουμε τη λύση της άσκησης
όπως ακριβώς παρουσιάστηκε στον Ευκλείδη Β΄:

΄Εχουμε:

∣α + β + γ∣ < ∣α∣ ∣α∣>0⇒
∣α + β + γ∣
∣α∣ < 1⇒

∣α + β + γ
α

∣ < 1⇒

∣1 + β

α
+ γ

α
∣ < 1⇒

∣1 − (ρ1 + ρ2) + ρ1ρ2∣ < 1⇒
∣1 − ρ1 − ρ2 + ρ1ρ2∣ < 1⇒

∣(1 − ρ1) − ρ2(1 − ρ1)∣ < 1⇒
∣(1 − ρ1)(1 − ρ2)∣ < 1⇒
∣1 − ρ1∣ ∣1 − ρ2∣ < 1⇒

∣1 − ρ1∣ < 1 (1) ή ∣1 − ρ2∣ < 1 (2).
(1) ⇒ −1 < 1 − ρ1 < 1⇒ −2 < −ρ1 < 0⇒ 2 > ρ1 > 0.
Ομοίως (2) ⇒ 2 > ρ2 > 0
Τα προηγούμενα εγείρουν αρχικά δύο ενστάσεις μαθη-

ματικού περιεχομένου:
Κανένα στοιχείο στα δεδομένα της άσκησης δεν εξασφαλίζει ότι
η εξίσωση έχει τις πραγματικές ρίζες ρ1 και ρ2 που εμφανίζονται
στην πορεία της απόδειξης. Π.χ., οι συντελεστές της δευτερ-
οβάθμιας εξίσωσης 4x2 − 2x + 1 = 0 ικανοποιούν την υπόθεση

∣α + β + γ∣ < ∣α∣ αλλά η συγκεκριμένη εξίσωση δεν έχει πραγ-
ματικές ρίζες. Θα πρέπει λοιπόν να προστεθεί στα δεδομένα ως
υπόθεση η ύπαρξη πραγματικών ριζών ή κάποια συνθήκη που
την εξασφαλίζει (π.χ. ∣ρ1∣ ≠ ∣ρ2∣). Αντίθετα, η υπόθεση α ≠ 0
που δίνεται είναι περιττή επειδή προκύπτει άμεσα από τη δοθείσα
σχέση ∣α + β + γ∣ < ∣α∣.
Κρίνοντας τώρα τα γραφόμενα από διδακτική άποψη

εγείρονται ενστάσεις άλλου είδους:
Ο τρόπος που εκτίθεται η λύση της άσκησης σ΄ ένα περιοδικό
για μαθητές του Λυκείου δεν απέχει πολύ από τη μηχανική εφαρ-
μογή μιας αλγοριθμικής διαδικασίας, από την οποία απουσιάζει
όχι μόνο η ακριβολογία που πρέπει να χαρακτηρίζει τη δι-
δασκαλία των Μαθηματικών στο επίπεδο του Λυκείου, αλλά
και η διαύγεια. Ποια σκοπιμότητα εξυπηρετεί η συρρίκνωση της
φυσικής γλώσσας στη χρήση δύο μόνο λέξεων, των «΄Εχουμε»
και «Ομοίως»;
Με βάση τα παραπάνω, μπορούμε να υποστηρίξουμε ότι

για τους μαθητές της Α΄ Λυκείου (στους οποίους απευθύνε-
ται η άσκηση) θα είχε ίσως μεγαλύτερη διδακτική αξία η
οργάνωση μιας δραστηριότητας, με αντικείμενο τη μελέτη της
προηγούμενης απόδειξης και στόχο να εντοπιστούν και να
αποκατασταθούν τα δύο προβληματικά σημεία που αναφέρ-
θηκαν. Δραστηριότητες αυτού του είδους αποτελούν ίσως το
μόνο τρόπο καταπολέμησης της άκριτης εφαρμογής τεχνικών,
τύπων και «μεθοδολογίας» που κυριαρχεί σήμερα στη δι-
δασκαλία των Μαθηματικών και συμβάλει ευθέως στην υποβά-
θμισή της.
Η συγκεκριμένη άσκηση όμως περικλείει ιδιαίτερη μαθη-

ματική και διδακτική δυναμική και έχει μια ενδιαφέρουσα ισ-
τορία, που ανάγεται σε «ένδοξες» εποχές της νεοελληνικής μα-
θηματικής εκπαίδευσης. Με αφορμή λοιπόν τη δημοσίευσή της
στον Ευκλείδη θα παρουσιάσουμε κάποια στοιχεία αυτής της
ιστορίας και θα σκιαγραφήσουμε ορισμένες μαθηματικές και δι-
δακτικές προεκτάσεις.2 Μερικά στοιχεία από την ιστορία της

άσκησης

Η άσκηση πρωτοεμφανίστηκε στην ελληνική βιβλιογραφία το
1955, σ΄ ένα μικρό βιβλίο που εκδόθηκε στην Αθήνα και έφερε
τον τίτλο Γενικαί Ασκήσεις Αλγέβρας των Απολύτων Τιμών
και Ανισοτικών Συστημάτων. Συγγραφέας του βιβλίου ήταν
ένας σημαντικός δάσκαλος - φροντιστής εκείνης της εποχής, ο
μαθηματικός Βάσος Σαββαΐδης. Η άσκηση, η οποία ανήκει στις
προτεινόμενες προς λύση, διατυπώνεται στο βιβλίο με διαφορε-
τική υπόθεση αλλά με το ίδιο συμπέρασμα, ως εξής (σελ. 65):

Δίδεται η με πραγματικούς συντελεστάς εξίσωσις
αx2 + βx + γ = 0 όπου υποτίθεται

∣α(β − γ)∣ > ∣β2 − αγ∣ + ∣γ2 − αβ∣ (1)
Αν αι ρίζαι της εξισώσεως είναι πραγματικαί δείξ-
ατε ότι μία τουλάχιστον ρίζα ρ αυτής πληροί την
ανισότητα 0 < ρ < 2.
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Είναι χαρακτηριστικό ότι στον πρόλογο του βιβλίου του ο Β.
Σαββαΐδης διεκδικεί την πατρότητα της συγκεκριμένης άσκη-
σης (και πολλών άλλων παρόμοιων) και απαγορεύει ρητά την
αναδημοσίευσή της!1
΄Οπως βλέπουμε, στη διατύπωση δεν υπάρχει το περιττό δε-

δομένο α ≠ 0, αλλά γίνεται η απαραίτητη - σύμφωνα με το ζη-
τούμενο - υπόθεση ότι οι ρίζες είναι πραγματικές.
Ας επιχειρήσουμε τώρα να εφαρμόσουμε τη σχετική

«μεθοδολογία» μετασχηματισμού της σχέσης των συντελεστών
σε αντίστοιχη σχέση των ριζών.
Αν ονομάσουμε ρ1, ρ2 τις ρίζες της εξίσωσης και διαιρέσουμε

τα μέλη της ανισότητας (1) με τον θετικό αριθμό α2 βρίσκουμε
διαδοχικά:

∣α(β − γ)∣ > ∣β2 − αγ∣ + ∣γ2 −αβ∣ ⇒
∣β
α
− γ

α
∣ > ∣β2

α2
− γ

α
∣ + ∣ γ2

α2
− β

α
∣ ⇒

∣−(ρ1 + ρ2) − ρ1ρ2∣ > ∣(ρ1 + ρ2)2 − ρ1ρ2∣ + ∣(ρ1ρ2)2 + ρ1 + ρ2∣ ⇒
∣ρ1 + ρ2 + ρ1ρ2∣ > ∣ρ21 + ρ22 + ρ1ρ2∣ + ∣ρ21ρ22 + ρ1 + ρ2∣

Από την τελευταία σχέση δεν φαίνεται με ποιο τρόπο θα μπο-
ρούσε να φτάσει κανείς στη ζητούμενη ανισότητα 0 < ρ1 < 2

ή 0 < ρ2 < 2. Προσπαθώντας να εξάγουμε κάποιο χρήσιμο
συμπέρασμα, παρατηρούμε ότι αν και οι δύο ρίζες της εξίσωσης
ήταν θετικές, τότε από τη σχέση αυτή προκύπτει

ρ1 + ρ2 + ρ1ρ2 > ρ21 + ρ22 + ρ1ρ2 + ρ21ρ22 + ρ1 + ρ2
δηλαδή

ρ21 + ρ22 + ρ21ρ22 < 0
που είναι άτοπο. ΄Αρα εκείνο που συνάγεται μέχρι στιγμής από
την ανισότητα (1) είναι ότι μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης
θα είναι αρνητικός αριθμός.
Για να αποδείξουμε λοιπόν το ζητούμενο θα πρέπει να

αναζητήσουμε κάποιο διαφορετικό μετασχηματισμό της (1).
Λαμβάνοντας υπόψη (βλέπε παραπάνω την απόδειξη της
άσκησης στον Ευκλείδη) ότι ισχύει η συνεπαγωγή

∣α + β + γ∣ < ∣α∣ ⇒ ∣1 − ρ1∣ ∣1 − ρ2∣ < 1 (2)
είναι φανερό ότι πριν από τη διαίρεση με το α για τη δημιουργία
των τύπων του Viéte, απαιτείται κάποιος μετασχηματισμός που
οδηγεί σε απλοποίηση της ανισότητας (1). Στο σημείο αυτό
ακριβώς βρίσκεται και η ουσιαστική δυσκολία της άσκησης που
πρότεινε ο Β. Σαββαΐδης το 1955. Ο λογισμός των απολύτων
τιμών μας δίνει τα μέσα να μετασχηματίσουμε την (1) ελατ-
τώνοντας το μικρότερο δεξιό μέλος, σύμφωνα με τις ιδιότητες

∣x∣ + ∣y∣ ≥ ∣x + y∣
και

∣x∣ + ∣y∣ ≥ ∣x − y∣

Η αξιοποίηση της δεύτερης ανισότητας μας οδηγεί στο εξής
αποτέλεσμα:

∣α(β − γ)∣ > ∣β2 − αγ∣ + ∣γ2 − αβ∣ ⇒
∣α(β − γ)∣ > ∣β2 − αγ − γ2 + αβ∣ ⇒

∣α(β − γ)∣ > ∣(β − γ)(β + γ) + α(β − γ)∣ ⇒
∣α(β − γ)∣ > ∣(β − γ)(β + γ + α)∣ ⇒
∣α∣ ∣β − γ∣ > ∣β − γ∣ ∣α + β + γ∣ ⇒

∣α∣ > ∣α + β + γ∣
(επειδή, όπως εύκολα προκύπτει από την (1), είναι β ≠ γ και
άρα ∣β − γ∣ > 0) Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η ανισότητα (1)
συνεπάγεται την ανισότητα

∣α + β + γ∣ < ∣α∣ ,
από την οποία, όπως έχουμε διαπιστώσει, προκύπτει μέσω της
(2) ότι μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης ανήκει στο διάστημα
(0,2). Λαμβάνοντας υπόψη όλα τα παραπάνω καταλήγουμε στα
εξής συμπεράσματα:

• Η άσκηση που δημοσιεύτηκε το 2011 στον Ευκλείδ-
η αποτελεί μια απλοποιημένη εκδοχή εκείνης που είχε
δημοσιευθεί το 1955 (η υπόθεση ∣α(β − γ)∣ > ∣β2 − αγ∣ +
∣γ2 − αβ∣ αντικαταστάθηκε από μια συνέπειά της, την
∣α∣ > ∣α + β + γ∣).

• Αναζητώντας τις συνέπειες της ανισότητας (1) δι-
απιστώσαμε προηγουμένως ότι μία τουλάχιστον ρίζα της
εξίσωσης αx2+βx+γ = 0 θα είναι αρνητικός αριθμός. ΄Αρα
στην αρχική διατύπωση του Β. Σαββαΐδη, το συμπέρασμα
«μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης ανήκει στο διάστη-
μα (0, 2») μπορεί να αντικατασταθεί από το ισχυρότερο
«μία και μόνο μία ρίζα της εξίσωσης ανήκει στο διάστημα
(0,2)».
Στα 56 χρόνια που μεσολάβησαν από το 1955 μέχρι το 2011,

και παρά τη ρητή απαγόρευση του δημιουργού της, η προηγού-
μενη άσκηση αναδημοσιεύθηκε στα περισσότερα φροντιστηρι-
ακά βιβλία ΄Αλγεβρας και στις διάφορες μονογραφίες με θέμα το
Τριώνυμο ή τις Απόλυτες Τιμές.
Ο σπουδαίος μαθηματικός και φροντιστής Σπύρος Κανέλ-

λος, στο δεύτερο τόμο του βιβλίου του Μαθήματα Αλγέβρας
(1η έκδοση 1956, 2η έκδοση, 1958), προτείνει δύο μορφές της
άσκησης. Αρχικά στο κεφάλαιο ΙΙ Το δευτεροβάθμιον τριώνυ-
μον και συγκεκριμένα στις ασκήσεις της ενότητας ΄Αθροισμα
και γινόμενον των ριζών της δευτεροβαθμίου εξισώσεως (σελ.
18), προτείνεται προς λύση η απλοποιημένη εκδοχή:

Εάν μεταξύ των (πραγματικών) συντελεστών
α,β, γ της δευτεροβαθμίου εξισώσεως αx2+βx+γ =
0 υφίσταται η ανισότης

∣α∣ > ∣α + β + γ∣
τότε αν η εξίσωσις έχει πραγματικάς ρίζας ρ1, ρ2 η
μία τουλάχιστον τούτων περιέχεται μεταξύ 0 και 2.1Ti dekaet�e tou 1950 kai 1960 oi {Apìlute Timè} apoteloÔsan shme�o aiqm  th exetastèa Ôlh Majhmatik¸n sti eisagwgikè exet�seitwn A.E.I. (idia�tera tou Poluteqne�ou), epeid  oi ant�stoiqoi kajhghtè - jematodìte qrhsimopoioÔsan suqn� w mèjodo paragwg  prwtìtupwnjem�twn thn {epèndush} klasik¸n ask sewn (exis¸sei, anis¸sei, anisìthte, tri¸numo ktl) me thn ènnoia kai to sÔmbolo th apìluth tim .To gegonì autì e�qe prokalèsei stou frontistè th epoq  mia fren�tida antagwnismoÔ sthn anaz thsh kai paragwg  parìmoiwn ask sewn, meapotèlesma na kukloforoÔn eke�nh thn per�odo sthn Ell�da perissìtere apì 10 polusèlide monograf�e pou e�qan apokleistikì jèma ti ApìluteTimè! (fainìmeno monadikì sth diejn  bibliograf�a). Sunèbaine m�lista suqn� na epikaloÔntai oi suggrafe� dikai¸mata pneumatik  idiokths�akai na apagoreÔoun thn anadhmos�eush twn ask sewn pou e�qan epino sei. Leptomer  melèth tou zht mato g�netai sto (Jwmaòdh 1995, sel.201-221). Gia th meg�lh ekt�mhsh pou èqaire o B�so Sabbaòdh apì th majhmatik  kai ekpaideutik  koinìthta th epoq , parapèmpoume se ìsaanafèroun sqetik� oi S. Zerbì (1999, sel. 19), J. Kazantz  (1999, sel. 29-30) kai L. Ts�loglou (2007, sel. 137).
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Στο ίδιο κεφάλαιο, στις ασκήσεις της ενότηταςΔιάφοροι εφ-
αρμογαί της θεωρίας του τριωνύμου (σελ. 43) προτείνεται προς
λύση η αρχική άσκηση, αλλά με το ισχυρότερο συμπέρασμα:

Εάν μεταξύ των πραγματικών αριθμών α,β, γ

πληρούται η ανισότης

∣α(β − γ)∣ > ∣β2 − αγ∣ + ∣γ2 − αβ∣
αι δε ρίζαι της αx2 + βx + γ = 0 είναι πραγματικαί,
τότε η μία και μόνον η μία ρίζα θα περιέχεται μεταξύ
0 και 2.

Οι δύο αυτές ασκήσεις περιλαμβάνονται επίσης στις ίδιες ενό-
τητες του δεύτερου τόμου του βιβλίου του Σ. Κανέλλου ΄Αλγε-
βρα δια τα Λύκεια, (1η έκδοση 1966, 2η έκδοση 1970: σελ. 31
άσκηση Β-98 και σελ. 64 άσκηση Β-167, όπου με το διακριτικό
Β υποδηλώνονται οι σύνθετες ασκήσεις). Το 1959 εμφανίζεται
επίσης ο πρώτος ... απόγονος της άσκησης, στο δεύτερο τό-
μο του βιβλίου του Χρίστου Μπαρμπαστάθη Μεγάλη ΄Αλγεβρα.
Στο κεφάλαιο Εξισώσεις του δευτέρου βαθμού προτείνεται προς
λύση η επόμενη (σελ. 12):

Αν οι συντελεσταί α,β, γ της εξισώσεως αx2 +
βx + γ = 0 η οποία έχει πραγματικάς ρίζας ρ1, ρ2
συνδέωνται δια της σχέσεως

∣α∣ > ∣α + 2β + 4γ∣
η μία τουλάχιστον των ριζών αυτής περιέχεται
μεταξύ 0 και 1.

Η απόδειξη είναι ουσιαστικά μια επανάληψη της μεθόδου που
εφαρμόστηκε στην περίπτωση της υπόθεσης ∣α + β + γ∣ < ∣α∣:

∣α + 2β + 4γ∣ < ∣α∣ ⇒
∣1 + 2β

α
+ 4 γ

α
∣ < 1⇒

∣1 − 2(ρ1 + ρ2) + 4ρ1ρ2∣ < 1⇒
∣1 − 2ρ1 − 2ρ2 + 4ρ1ρ2∣ < 1⇒
∣(1 − 2ρ1) − 2ρ2(1 − 2ρ1)∣ < 1⇒
∣(1 − 2ρ1)(1 − 2ρ2)∣ < 1⇒
∣1 − 2ρ1∣ ∣1 − 2ρ2∣ < 1⇒

∣1 − 2ρ1∣ < 1 ή ∣1 − 2ρ2∣ < 1
∣1 − 2ρ1∣ < 1⇒ −1 < 1 − 2ρ1 < 1⇒−2 < −2ρ1 < 0⇒ 0 < ρ1 < 1
Ομοίως

∣1 − 2ρ2∣ < 1⇒ 0 < ρ2 < 1.
Λίγα χρόνια μετά ακολούθησε η πρώτη δημοσίευση της άσκηση-
ς στο Παράρτημα του Δελτίου της Ε.Μ.Ε. (τον πρόδρομο του
σημερινού Ευκλείδη)2. Στο τεύχος 144 που κυκλοφόρησε το
Δεκέμβριο του 1963, προτείνεται προς λύση από τον Ι. Τ-
σακιρίδη με την εξής, κάπως περίεργη, διατύπωση στην οποία
αναμειγνύονται και οι δύο υποθέσεις (σελ. 93):

Δίδεται η εξίσωσις αx2 + βx + γ = 0 έχουσα ρίζας
πραγματικάς τας ρ1 και ρ2. Εάν οι πραγματικοί συν-
τελεσταί της εξισώσεως πληρούν μίαν των κατωτέρ-
ων σχέσεων είτε την

∣α(β − γ)∣ > ∣β2 − αγ∣ + ∣γ2 − αβ∣
είτε την

∣α∣ > ∣α + β + γ∣ .
Να αποδειχθεί ότι μία τουλάχιστον των ριζών της
εξισώσεως περιέχεται μεταξύ των 0 και 2.

Οι δύο μορφές της άσκησης (ανάλογα με την ανισότητα που
δίνεται ως υπόθεση) καθιερώθηκαν έκτοτε στη σχετική βιβλι-
ογραφία και εμφανίζονται στα περισσότερα από τα πολυάριθμα
βιβλία ΄Αλγεβρας ή τις μονογραφίες για το Τριώνυμο και τις
Απόλυτες Τιμές που εκδόθηκαν τις επόμενες δεκαετίες. Για να
αναφέρουμε ένα μόνο χαρακτηριστικό παράδειγμα, αμφότερες
περιέχονται στο κεφάλαιο για την εξίσωση και το τριώνυμο 2ου
βαθμού όλων των εκδόσεων της περίφημης ΄Αλγεβρας του Θεό-
δωρου Καζαντζή (1967, σελ. 20 και 53, 1971, σελ. 21 και 54,
1978, σελ. 25).3
Σε ορισμένες μάλιστα περιπτώσεις εμφανίστηκαν νέοι ...

απόγονοι ή επιχειρήθηκαν από τους συγγραφείς εναλλακτικές
διατυπώσεις. Στο βιβλίο του Δ. Μάγκου Τριώνυμο (Θεσσα-
λονίκη, 1978) αφού λύνεται πρώτα η αρχική μορφή (σελ. 11),
στη συνέχεια προτείνεται προς λύση μαζί με την απλοποιημένη
εκδοχή και μια νέα μορφή της άσκησης που έχει διαφορετική
υπόθεση και συμπέρασμα (σελ. 23):

Αν η εξίσωση αx2 + βx + γ = 0, α,β, γ ∈ R, έχει
ρίζες πραγματικές, να αποδειχθεί ότι:
α) Αν

∣α∣ > ∣α + β + γ∣ ,
τότε μια τουλάχιστον ρίζα ανήκει στο διάστημα
(0,2).
β) Αν

∣α∣ > ∣α − β + γ∣ ,
τότε μια τουλάχιστον ρίζα ανήκει στο διάστημα
(−2,0).

Τον επόμενο χρόνο, οι Α. Κουκλάδας και Π. Γεωργιακάκης,
στο βιβλίο τους Μεθοδική ΄Αλγεβρα 2 (Αθήνα, 1979) και στην
ενότητα Μέθοδος της εις άτοπον του κεφαλαίου Απόλυτα, προ-
τείνουν προς λύση την αρχική άσκηση στην εξής, ισοδύναμη
μορφή που παρακάμπτει την αναφορά στην εξίσωση και τις ρίζες
της (σελ. 50):

Εάν α,β, γ, x, y ∈ R,
x + y = −β

α
,xy = γ

α

και
∣α(β − γ)∣ > ∣β2 − αγ∣ + ∣γ2 − αβ∣

τότε ένας μόνον απ΄ τους x, y περιέχεται μεταξύ 0
και 2.2Apì tìte mèqri s mera h sugkekrimènh �skhsh èqei dhmosieuje� sto Par�rthma tou Delt�ou, ton Eukle�dh   ton Eukle�dh B' toul�qiston 10forè.3DÔo axioshme�wte exairèsei apoteloÔn h Meg�lh 'Algebra tou Ariste�dh P�lla (pr¸th èkdosh to 1944, epanekdìsei to 1950, 1963, 1970)kai ta Algebrik� Jèmata tou Panagi¸th M�geira (pr¸th èkdosh to 1952, epanekdìsei to 1958, 1970, 1975). Se kami� apì ti epanekdìsei denèqei dhmosieute� h sugkekrimènh �skhsh, par� to gegonì ìti perièqontai se autè ekatont�de parìmoie ask sei.
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΄Ολες οι εμφανίσεις της συγκεκριμένης άσκησης ή
των παραλλαγών της στη σχετική βιβλιογραφία ακολου-
θούν την πεπατημένη της παραδοσιακής «ασκησιολογίας» και
«μεθοδολογίας» που εντάσσεται στο γενικότερο πλαίσιο της
«προετοιμασίας για τις εξετάσεις». Δεν συναντούμε σε καμιά
περίπτωση προβληματισμούς για μαθηματικές ή διδακτικές
προεκτάσεις, όπως π.χ. αναζήτηση γενικεύσεων, διαφορετικών
αποδείξεων ή την ένταξη της άσκησης σ΄ ένα ευρύτερο εν-
νοιολογικό πλαίσιο. Ορισμένα ζητήματα αυτού του είδους θα
εξετάσουμε στην ενότητα που ακολουθεί.3 Μερικές μαθηματικές και διδακτικές προεκ-

τάσεις

Η πρώτη ερευνητική δραστηριότητα που ακολουθεί συνήθως
την επίλυση ενός μαθηματικού προβλήματος, είναι η αναζήτηση
κάποιων γενικεύσεων (οι οποίες συχνά ανοίγουν το δρόμο γι-
α διαφορετικές λύσεις ή αποδεικτικές προσεγγίσεις). Στη-
ν άσκηση που μας απασχολεί εδώ, μια πρώτη αυθόρμητη
απόπειρα γενίκευσης θα μπορούσε να αναφέρεται στο βαθμό
του πολυωνύμου:
Τι συμπέρασμα εξάγεται από τη σχέση

∣α + β + γ + δ∣ < ∣α∣
για τους πραγματικούς συντελεστές ενός τριτοβάθμιου
πολυωνύμου αx2+βx2+γx+δ που έχει τρεις πραγματικές ρίζες
ρ1, ρ2 και ρ3;
Μετασχηματίζοντας την ανισότητα ∣α + β + γ + δ∣ < ∣α∣ με

χρήση των αντίστοιχων τύπων του Viéte

ρ1 + ρ2 + ρ3 = −β
α
,ρ1ρ2 + ρ2ρ3 + ρ3ρ1 = γ

α
,ρ1ρ2ρ3 = − δ

α

διαπιστώνουμε (αποτελεί μια ενδιαφέρουσα άσκηση
παραγοντοποίησης) ότι και στην περίπτωση αυτή προκύπτει
η ανισότητα

∣(1 − ρ1)(1 − ρ2)(1 − ρ3)∣ < 1
από την οποία έπεται βέβαια ότι μία τουλάχιστον ρίζα του
πολυωνύμου βρίσκεται ανάμεσα στο 0 και το 2.
Αυτή η γενίκευση μεταφέρεται άμεσα στην περίπτωση

του αντίστοιχου πολυωνύμου ν-οστού βαθμού και φέρνει στο
προσκήνιο μια νέα αποδεικτική προσέγγιση. Αν λάβουμε υπόψη
τις θεμελιώδεις ταυτότητες:4

αx2 + βx + γ = α (x − ρ1) (x − ρ2)
και

αx2 + βx2 + γx + δ = α (x − ρ1) (x − ρ2) (x − ρ3)
διαπιστώνουμε άμεσα ότι ισχύει

α + β + γ = α (1 − ρ1) (1 − ρ2)

και
α + β + γ + δ = α (1 − ρ1) (1 − ρ2) (1 − ρ3)

Από τις σχέσεις αυτές οι ανισότητες

∣α + β + γ∣ < ∣α∣
και

∣α + β + γ + δ∣ < ∣α∣
μας δίνουν αμέσως τα αντίστοιχα συμπεράσματα για τις ρίζες,
χωρίς εμπλοκή των τύπων του Viéte και παραγοντοποιήσεων.
Μια άλλη ενδιαφέρουσα προοπτική γενίκευσης μας παρέχει

η σύγκριση των τριών διαφορετικών υποθέσεων και των αντίσ-
τοιχων συμπερασμάτων που έχουμε συναντήσει ήδη στην βιβλι-
ογραφία:

1. ∣α + β + γ∣ < ∣α∣ ρ ∈ (0,2) (Κανέλλος)
2. ∣α + 2β + 4γ∣ < ∣α∣ ρ ∈ (0,1) (Μπαρμπαστάθης)
3. ∣α − β + γ∣ < ∣α∣ ρ ∈ (−2,0) (Μάγκος)

Ξαναγράφοντας τις ανισότητες αυτές στη μορφή

∣α + 1 ⋅ β + 12 ⋅ γ∣ < ∣α∣
∣α + 2 ⋅ β + 22 ⋅ γ∣ < ∣α∣
∣α + (−1)β + (−1)2γ∣ < ∣α∣

οδηγούμαστε αυθόρμητα στην εικασία - ερώτηση: Τι συμπέρασ-
μα προκύπτει για τις πραγματικές ρίζες του τριωνύμου αx2

+

βx + γ όταν ισχύει ∣α + 3β + 9γ∣ < ∣α∣; Η εφαρμογή της ίδιας
διαδικασίας που ακολουθήσαμε στις προηγούμενες περιπτώσεις
μας οδηγεί στην ανισότητα

∣1 − 3ρ1∣ ∣1 − 3ρ2∣ < 1
από την οποία προκύπτει ότι μία τουλάχιστον ρίζα του τριωνύ-
μου ανήκει στο διάστημα (0, 2

3
). Το συμπέρασμα αυτό και η

μορφή των αντίστοιχων διαστημάτων μας οδηγούν στη διατύπ-
ωση της επόμενης πρότασης:

Προταση 1. Αν οι συντελεστές του τριωνύμου f (x) =
αx2
+ βx + γ ικανοποιούν την ανισότητα

∣α + λβ + λ2γ∣ < ∣α∣
λ ∈ R με λ ≠ 0, και το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες, τότε
μία τουλάχιστον ρίζα ανήκει στο διάστημα (0, 2

λ
) αν λ > ή στο

( 2
λ
,0) αν λ < 0.
Αποδειξη. Η απόδειξη γίνεται με τη γνωστή διαδικασία,

από την οποία προκύπτει ότι:

∣α + λβ + λ2γ∣ < ∣α∣ ⇒ ∣1 − λρ1∣ ∣1 − λρ2∣ < 1
Από την τελευταία ανισότητα δεν είναι δύσκολο να οδηγηθούμε
στο συμπέρασμα της πρότασης, διακρίνοντας τις περιπτώσεις4H meg�lh shmas�a aut¸n twn tautot twn e�nai antistrìfw an�logh me thn qr sh tou sth didaskal�a th 'Algebra sto LÔkeio. H deÔterhapousi�zei entel¸ en¸ h pr¸th ekful�zetai se {tÔpo paragontopo�hsh}. SÔmfwna me ta isqÔonta analutik� progr�mmata, proteraiìthta sthdidaskal�a twn poluwnÔmwn sth B' Luke�ou èqoun upologistikè teqnikè ìpw to sq ma Horner.5Sthn pore�a pro th diatÔpwsh th Prìtash 1 diapist¸noume èna basikì qarakthristikì th gen�keush sta Majhmatik�, dhlad  thn an-tikat�stash orismènwn stajer¸n apì paramètrou. H an�ptuxh th ikanìthta {jèash tou genikoÔ mèsa sto eidikì} apotele� èna basikì zhtoÔmenoth Didaktik  twn Majhmatik¸n, kai èna sqetik� eÔkolo trìpo na kallierghje� aut  h ikanìthta apì th didaskal�a twn Majhmatik¸n e�nai naenjarrÔnontai oi majhtè na diakr�noun thn ep�lush mia diadoqik  seir� ìmoiwn ask sewn apì mia melèth p�nw sto sÔnolo aut¸n twn ask sewn.Blèpe perissìtera gia to z thma autì sto (Jwmaòdh , 2011).
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λ > 0 και λ < 0.
Οι κλασικές ασκήσεις που είχαν ως υποθέσεις τις ανισότητες
(1), (2) και (3) αποτελούν πλέον ειδικές περιπτώσεις της Πρό-
τασης 1, για λ = 1, λ = 2 και λ = −1 αντίστοιχα.5
Μια άλλη προοπτική γενίκευσης μας παρέχει η αποδεικ-

τική μέθοδος που υποδείξαμε παραπάνω με βάση την ταυτότητα
αx2
+ βx + γ = α (x − ρ1) (x − ρ2). Το αποτέλεσμα στο οποίο

καταλήγουμε μας οδηγεί στην επόμενη βασική πρόταση, την
απόδειξη της οποίας αφήνουμε ως άσκηση για τον αναγνώστη:

Προταση 2. Αν οι συντελεστές του τριωνύμου f (x) =
αx2
+ βx + γ ικανοποιούν την ανισότητα

∣αµ2
+ βµ + γ∣ < ∣α∣ ,

µ ∈ R, (δηλαδή ∣f(µ)∣ < ∣α∣) και το τριώνυμο έχει πραγ-
ματικές ρίζες, τότε μία τουλάχιστον ρίζα ανήκει στο διάστημα
(µ − 1, µ + 1).
Ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης η γεωμετρική ερμηνεία αλ-

λά και η περαιτέρω μελέτη αυτού του αποτελέσματος, το οποίο
εκφράζει μία αντιστοιχία ανάμεσα σ΄ ένα διάστημα που περιέχει
τιμές του τριωνύμου και ένα διάστημα που περιέχει μία ρίζα του:

f(µ) ∈ (− ∣α∣ , ∣α∣) ⇒ ρ ∈ (µ − 1, µ + 1) .
Με τον τρόπο που έχουμε εργαστεί μέχρι τώρα φαίνεται ότι έ-
χουμε εξαντλήσει τα περιθώρια γενικεύσεων της άσκησης για
το τριώνυμο f (x) = αx2

+βx+γ. Μια νέα προοπτική ανοίγεται
όμως αν συνδυάσουμε την Πρόταση 2 με τις επόμενες βασικές
προτάσεις της σχολικής ΄Αλγεβρας:

Θεωρημα. Αν α,β, γ, ρ1, ρ2 ∈ R, α ≠ 0 και β2 > 4αγ, τότε
οι σχέσεις ρ1 + ρ2 = −β

α
και ρ1ρ2 = γ

α
αποτελούν ικανές και

αναγκαίες συνθήκες ώστε οι αριθμοί ρ1, ρ2 να είναι οι ρίζες του
τριωνύμου f (x) = αx2

+ βx + γ.

Πορισμα. Οι αριθμοί ρ1, ρ2 με ρ1+ρ2 = S και ρ1ρ2 = P είναι
ρίζες του τριωνύμου f (x) = αx2

+ βx + γ6
Από το προηγούμενο πόρισμα γίνεται άμεσα φανερό ότι μ-

πορούμε να δημιουργήσουμε διάφορα τριώνυμα που οι ρίζες τους
είναι συναρτήσεις των ριζών ρ1 και ρ2 ενός δεδομένου τριωνύ-
μου f (x) = αx2

+ βx + γ. Για παράδειγμα, από τις σχέσεις

λρ1 + λρ2 = λ(ρ1 + ρ2) = −λβ
α

και

λρ1 ⋅ λρ2 = λ2ρ1ρ2 = λ2γ

α

προκύπτει σύμφωνα με το πόρισμα ότι οι αριθμοί λρ1 και λρ2
είναι ρίζες του τριωνύμου ϕ (x) = αx2

+ λβx + λ2γ. Εύκολα
μπορεί να αποδειχθεί επίσης ότι το τριώνυμο

σ (x) = γx2
+ βx + α

έχει ρίζες τους αριθμούς 1
ρ1

και 1
ρ2

, ενώ το τριώνυμο

τ (x) = αx2
+ (β2

− 2αγ)x + γ2

έχει ρίζες τους αριθμούς ρ21 και ρ
2
2 (ασκήσεις αυτού του είδους

αφθονούσαν στην βιβλιογραφία της κλασικής σχολικής ΄Αλγε-
βρας).
Η εφαρμογή τώρα της παραπάνω Πρότασης 2 στο τριώνυμο

ϕ (x) = αx2
+ λβx + λ2γ,

οδηγεί στο συμπέρασμα ότι αν ισχύει

∣αµ2
+ λβµ + λ2γ∣ < ∣α∣

(δηλαδή ∣ϕ(µ)∣ < ∣α∣) και το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες,
τότε μία τουλάχιστον από αυτές (δηλαδή ένας τουλάχιστον
από τους αριθμούς λρ1 και λρ2) θα ανήκει στο διάστημα(µ − 1, µ + 1). Το συμπέρασμα αυτό μας οδηγεί στην επόμενη
πρόταση, την απόδειξη της οποίας αφήνουμε ως άσκηση για τον
αναγνώστη:

Προταση 3. Αν οι συντελεστές του τριωνύμου f (x) =
αx2
+ βx + γ ικανοποιούν την ανισότητα

∣αµ2
+ λβµ + λ2γ∣ < ∣α∣

με λ,µ ∈ R και λ ≠ 0, και το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες,
τότε μία τουλάχιστον ρίζα ανήκει στο διάστημα (µ−1

λ
, µ+1

λ
) αν

λ > 0 ή στο (µ+1
λ

, µ−1
λ
) αν λ < 0.

Με τη μέθοδο αυτή, δηλαδή την εφαρμογή της Πρότασης
2 σε τριώνυμα που οι ρίζες τους είναι συναρτήσεις των ριζών
του f(x), ανοίγει ο δρόμος για ένα μεγάλο αριθμό ωραίων
συμπερασμάτων. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης δεν θα έχει
δυσκολία να αποδείξει δύο από αυτά, τα οποία διατυπώνουμε ως
εξής:

Προταση 4. Αν οι συντελεστές του τριωνύμου f (x) =
αx2
+ βx + γ ικανοποιούν την ανισότητα

∣α + µβ + µ2γ∣ < ∣γ∣
µ ∈ R και µ ≠ ±1, και το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες,
τότε μία τουλάχιστον ρίζα ανήκει στο διάστημα ( 1

µ−1
, 1
µ+1
) αν

−1 < µ < 1 ή στο διάστημα ( 1
µ+1

, 1
µ−1
) αν µ < −1 ή µ > 1.

Υποδειξη: Να γίνει εφαρμογή της Πρότασης 2 στο τριώνυ-
μο σ (x) = γx2

+ βx + α που έχει ρίζες τις αντίστροφες των
ριζών του f (x) = αx2

+ βx + γ .

Προταση 5. Αν οι συντελεστές του τριωνύμου f (x) =
αx2
+ βx + γ ικανοποιούν την ανισότητα

∣f (√µ)f (−√µ)∣ < ∣α∣2
µ ∈ R και µ ≥ 1, και το τριώνυμο έχει πραγματικές ρίζες, τότε
για μία τουλάχιστον ρίζα του ρ, ισχύει ∣ρ∣ ∈ (√µ − 1,√µ + 1).
Υποδειξη: Να γίνει εφαρμογή της Πρότασης 2 στο τριώνυ-

μο τ (x) = αx2
+(β2

− 2αγ)x+γ2 που έχει ρίζες τα τετράγωνα

των ριζών του f (x) = αx2
+ βx + γ. Μια ενδιαφέρουσα ειδική

περίπτωση αποτελεί η επόμενη άσκηση, η οποία προκύπτει από
την Πρόταση 4 για µ = 2 :6H didaskal�a twn legìmenwn tÔpwn tou Viéte (stoiqei¸dei summetrikè parast�sei twn riz¸n) sÔmfwna me ìsa anafèrontai sto sqolikì bibl�o'Algebra th A' Luke�ou, el�qista sumb�lei sthn katanìhsh tou shmantikìtatou rìlou tou sth jewr�a twn poluwnumik¸n exis¸sewn. Ep�shh èmfash ston legìmeno {tÔpo kataskeu  ex�swsh 2ou bajmoÔ x2

− Sx + P = 0} upobajm�zei th meg�lh majhmatik  kai didaktik  shmas�a tousust mato x+y = S,xy = P . To sÔsthma autì up rxe istorik� to prìblhma - genn tora apì th lÔsh tou opo�ou pro lje h sqèsh pou e�nai gnwst w {tÔpo th diakr�nousa} twn exis¸sewn 2ou bajmoÔ.
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Ασκηση. Αν ισχύει

∣α + 2β + 4γ∣ < ∣γ∣
και το τριώνυμο f (x) = αx2

+ βx + γ έχει πραγματικές ρίζες,
τότε μία τουλάχιστον από αυτές θα ανήκει στο διάστημα (1

3
, 1).

Το ενδιαφέρον εστιάζεται αρχικά στην αποδεικτική τεχνική
που απαιτεί η επίλυση της συγκεκριμένης άσκησης, αν θεω-
ρηθεί ανεξάρτητα από την Πρόταση 4. Μια άλλη ενδιαφέρ-
ουσα προοπτική ανοίγεται από τη σύγκριση της ανισότητας
∣α + 2β + 4γ∣ < ∣γ∣ με την ∣α + 2β + 4γ∣ < ∣α∣ η οποία, όπως δι-
απιστώσαμε παραπάνω, εξασφαλίζει την ύπαρξη μιας τουλάχισ-
τον ρίζας στο διάστημα (0,1). Η σύγκριση αυτή μπορεί να μας
οδηγήσει σε μια συζήτηση για το πολύ ενδιαφέρον πρόβλημα του
εντοπισμού των ριζών ενός πολυωνύμου και τη βελτίωση των
σχετικών φραγμάτων (η αλλαγή του συντελεστή α με τον γ σ-
το δεύτερο μέλος της ανισότητας περιορίζει το διάστημα κατά
το ένα τρίτο). Η σχετική έρευνα, στην οποία είχαν κατά το
παρελθόν λάβει μέρος με αξιόλογη - σε διεθνές επίπεδο - συμ-
βολή ΄Ελληνες μαθηματικοί από το χώρο της μέσης εκπαίδευση-
ς, περιέχει πολλά ωραία αποτελέσματα που θα μπορούσαν (με
κατάλληλη προσαρμογή) να ενταχθούν στη διδασκαλία των Μα-
θηματικών και να αποδώσουν κάποιο νόημα στην ασυνάρτητη
παραδοσιακή ασκησιολογία.4 Επίλογος

Κλείνοντας αυτή την εργασία θέλουμε να σημειώσουμε ότι πε-
ριοριστήκαμε στο τριώνυμο δευτέρου βαθμού, έτσι ώστε το
περιεχόμενό της να μπορεί να αξιοποιηθεί διδακτικά σε όλες
τις τάξεις του Λυκείου. Είναι όμως φανερό ότι τα συμπεράσμα-
τα γενικεύονται για πολυώνυμα ν-οστού βαθμού (ν ∈ N, ν > 2).
Για τον ίδιο λόγο επίσης υποθέσαμε την ύπαρξη πραγματικών

ριζών και περιοριστήκαμε σε διαστήματα της πραγματικής ευ-
θείας, ενώ τα συμπεράσματα ισχύουν και στη γενική περίπτωση
μιγαδικών εν γένει ριζών και αντίστοιχους τόπους (κυκλικούς
δίσκους ή δακτυλίους) του μιγαδικού επιπέδου. Θέλουμε επίση-
ς να τονίσουμε ότι στην κλασική βιβλιογραφία της στοιχειώ-
δους ΄Αλγεβρας υπάρχει ένα πλούσιο απόθεμα προβλημάτων
και ασκήσεων τα οποία σήμερα, εποχή υποβάθμισης της δι-
δασκαλίας των Μαθηματικών στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση
και μετατόπισης του «ασκησιολογικού» ενδιαφέροντος προς την
Ανάλυση, έχουν περιέλθει στην αφάνεια. ΄Ολο αυτό το υ-
λικό, που είχε μείνει κατά το παρελθόν εγκλωβισμένο στην εξ-
εταστική θεματολογία, αξίζει να γίνει αντικείμενο μελέτης και
διδακτικής ανάλυσης με στόχο την αξιοποίησή του στην τά-
ξη, σε ερευνητικές εργασίες των μαθητών και σε μαθηματικούς
ομίλους.
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