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H Arqik  Sun�rthsh - Aìristo Olokl rwma.Mp�mph
 Sterg�ou
Περίληψη

Στις γραμμές που ακολουθούν έχει γίνει μι-
α προσπάθεια να παρουσιαστούν ορισμένα σ-
τοιχειώδη από τον ολοκληρωτικό λογισμό που θα
βοηθήσουν στην καλύτερη κατανόηση της έννοιας
της αρχικής και του αόριστου ολοκληρώματος. Θα
διατυπωθούν ορισμένες αναγκαίες συνθήκες ώστε
να έχει μια συνάρτηση αρχική. Θεωρούμε πως
τα συμπεράσματα που ακολουθούν μπορούν κάλ-
λιστα να αποτελέσουν σημαντικά εφόδια για τον
καθηγητή, ώστε να μπορεί να αντιμετωπίσει ή να
εξηγήσει στους μαθητές του τυχόν θεωρητικά ή
υπολογιστικά προβλήματα με μεγαλύτερη ευχέρεια
και αυτοπεποίθηση.

Ευχαριστίες

Ευχαριστώ τον καλό φίλο και συνάδελφο Αχιλ-
λέα Συνεφακόπουλο για τις πολύτιμες παρατηρή-
σεις και τις συμπληρώσεις που έκανε στο δύσκολο
και επίπονο αυτό κείμενο.1 Arqik  sun�rthsh1.1 H ènnoia th
 arqik 
   par�gousa
'Estw ∆ èna di�sthma kai f mia sun�rthsh orismènh s-to ∆. Ja lème ìti h sun�rthsh F e�nai mia arqik ( par�gousa   antipar�gwgo
) th
 f sto ∆, an kai mìnoan h F e�nai paragwg�simh sto di�sthma ∆ kai isqÔei:

F ′(x) = f(x), gia k�je x ∈ ∆Sqolio 1 E�nai anamenìmeno ìti up�rqoun sunart -sei
 pou den èqoun arqik . All� autì to jèma ja toanalÔsoume pio diexodik� sth sunèqeia kai kur�w
 sth-n par�grafo pou anafèretai sthn idiìthta Darboux mia
sun�rthsh
.'Ena basikì krit rio gia thn Ôparxh arqik 
 mia
sun�rthsh
 diatup¸netai sthn epìmenh prìtash:Jewrhma 1 K�je suneq 
 sun�rthsh f se ènadi�sthma èqei arqik  ∎

Mia tètoia sun�rthsh e�nai gia par�deigma kai h ex 
:
F (x) = ∫ x

α f(t)dt, ìpou x ∈ ∆ kai α ∈ ∆ e�nai opoiad -pote stajer�. H sunèqeia loipìn mia
 sun�rthsh
 f seèna di�sthma e�nai mia polÔ isqur  sunj kh, h δ opo�aexasfal�zei kai thn Ôparxh arqik 
.Sqolio 2 To ant�strofo tou parap�nw jewr mato
den isqÔei. Ja fti�xoume mia tètoia sun�rthsh: Xekin�megia par�deigma me th sun�rthsh:
F (x)= { x2ηµ 1

x
, x ∈ (0 , 1 ]

0, x= 0H par�gwgo
 th
 F e�nai h sun�rthsh:
f(x)= { 2xηµ 1

x
− συν 1

x
, x ∈ (0,1]

0 , x= 0H sun�rthsh
g(x) = { 2xηµ 1

x
, x ∈ (0,1]

0 , x= 0e�nai ìmw
 suneq 
, opìte h sun�rthsh
G(x)= g(x) − f(x) = { συν 1

x
, x ∈ (0,1]

0 , x= 0èqei arqik  sto [0,1], diìti tìso h g ìso kai h f èqounarqik  (afoÔ h deÔterh èqei arqik  thn F ). H sun�rthshloipìn g èqei arqik , qwr�
 na e�nai suneq 
.A
 upojèsoume t¸ra ìti mia sun�rthsh f èqei arqik  thn
F sto di�sthma ∆. E�nai �rage aut  h arqik  sun�rthsh
F monadik    up�rqoun kai �lle
; MporoÔme amèsw
 naparathr soume ìti:

(F (x) + c) ′ = F ′(x) + c ′ = f(x)gia k�je pragmatik  stajer� c, opìte h sun�rthsh F + ce�nai kai aut  mia arqik  th
 f . Genik�, thn ap�nthsh s-to parap�nw er¸thma ma
 th d�nei mia spouda�a prìtashpou phg�zei apì to Je¸rhma Mèsh
 Tim 
 tou diaforikoÔlogismoÔ kai diatup¸netai w
 ex 
:Jewrhma 2 An F , G e�nai dÔo arqikè
 mia
sun�rthsh
 f se èna di�sthma ∆ , tìte oi arqikè
 autè
diafèroun kat� m�a stajer�. Up�rqei dhlad  c ∈ Rtètoio, ¸ste: G(x) = F (x) + c , gia k�je x ∈ ∆ ∎Epomènw
, an mia sun�rthsh èqei arqik  se èna di�sthma
∆, tìte èqei �peire
 arqikè
 kai m�lista autè
 diafèrounkat� m�a stajer� c. Prìkeitai �llwste gia je¸rhma pouapodeiknÔetai sta sqolik� majhmatik� th
 G' Luke�ou th
jetik 
 kai teqnologik 
 kateÔjunsh
.1



Jewrhma 3 'Estw f, g dÔo sunart sei
 pou èqoun ar-qik  sto di�sthma , Tìte:a) H sun�rthsh f + g èqei arqik  sto ∆b) H sun�rthsh f − g èqei arqik  sto di�sthma ∆g) H sun�rthsh λf èqei arqik  sto ∆ gia k�je prag-matik  stajer� λ ≠ 0 ∎Porisma 1 An h sun�rthsh f èqei arqik  sto ∆ kai hsun�rthsh g den èqei arqik  sto ∆ , tìte oi sunart sei

f + g , f − g den èqoun arqik  sto ∆ ∎Gia par�deigma, h sun�rthsh

f(x) = { ηµ 1
x
, x ≠ 0

1 , x = 0den èqei arqik  diìti:
f(x) = { ηµ 1

x , x ≠ 0

0 , x = 0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶èqei arqik  +{ 0 , x ≠ 0

1 , x = 0´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶den èqei arqik kai ètsi to sumpèrasma prokÔptei apì efarmog  toupor�smato
. H pr¸th sun�rthsh èqei arqik , afoÔapotele� genik� èna qarakthristikì par�deigma mhsuneqoÔ
 sun�rthsh
 pou èqei arqik  (blèpe pio k�twthn prìtash 1). To gegonì
 ìti h deÔterh sun�rthshden èqei arqik  e�nai sunèpeia tou ìti h sun�rthsh aut den èqei thn idiìthta Darboux, thn opo�a ja melet soumediexodik� parak�tw.Efarmogh 1 Na apodeiqje� ìti h sun�rthsh:
f(x) = { ηµx

x
, x ≠ 0−1 , x = 0den èqei arqik .Lush H sun�rthsh f den èqei arqik , diìti

f(x) = { ηµx
x

, x ≠ 0−1 , x = 0 = {
ηµx
x

, x ≠ 0

1 , x = 0 + { 0 , x ≠ 0−2 , x = 0H pr¸th sun�rthsh tou ajro�smato
 autoÔ èqei ar-qik , w
 suneq 
, en¸ h deÔterh den èqei, afoÔ den èqeithn idiìthta Darboux. 'Ara, sÔmfwna me to pìrisma, kaih sun�rthsh f den èqei arqik .Efarmogh 2 Na apodeiqje� ìti h sun�rthsh
f(x) = { συν2 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0den èqei arqik .

Lush ParathroÔme ìti:
f(x) = { συν2 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0 = { 1
2(1+συν 2

x
), x ≠ 0

0 , x = 0 =

= { 1
2 , x ≠ 0

0 , x = 0 + 1
2 { συν 2

x
, x ≠ 0

0 , x = 0Sto �jroisma autì, h pr¸th sun�rthsh den èqei ar-qik , en¸ h deÔterh èqei arqik . 'Ara h f den èqei arqik ,ìpw
 epit�ssei to pìrisma. Ti mpore� ìmw
 na sumba�neime to ginìmeno dÔo sunart sewn pou èqoun arqik  se ènadi�sthma ∆; Ed¸ h ap�nthsh den e�nai h anamenìmenh. Toginìmeno twn dÔo aut¸n sunart sewn mpore� na èqei all�mpore� kai na mhn èqei arqik .Efarmogh 3 An dÔo sunart sei
 èqoun arqik , tìteto ginìmenì tou
 den èqei upoqrewtik� arqik .Lush An
f(x) = { συν 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0kai
g(x) = { συν 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0tìte
f(x) ⋅ g(x) = { συν2 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0h opo�a sÔmfwna me thn prohgoÔmenh efarmog  den èqeiarqik . Wstìso, oi sunart sei
 f, g èqoun arqik .Orismèna qr sima jewrhtik� sumper�smatadiatup¸nontai sta parak�tw jewr mata:Jewrhma 4 'Estw f, g duo sunart sei
 orismène
 seèna di�sthma ∆. An h f èqei arqik  kai h g èqei suneq par�gwgo sto ∆, tìte h sun�rthsh f ⋅ g èqei arqik  sto
∎Jewrhma 5 a) An mia sun�rthsh f èqei arqik  stodi�sthma ∆ kai den mhden�zetai se autì en¸ h sun�rthsh
g e�nai suneq 
 sto ∆, tìte to ginìmeno f ⋅g twn sunart -sewn aut¸n èqei arqik  sto ∆.b) An mia sun�rthsh f èqei arqik  sto di�sthma ∆ kaie�nai fragmènh en¸ h sun�rthsh g e�nai suneq 
 sto ∆,tìte to ginìmeno f ⋅g twn sunart sewn aut¸n èqei arqik sto ∆.g) An dÔo sunart sei
 èqoun arqik  kai or�zetai h sÔn-jes  tou
, tìte h sÔnjes  tou
 den e�nai apara�thto naèqei arqik .Paradeigma 1 W
 par�deigma gia thn prìtash 5 g)anafèroume ìti, oi sunart sei
 f(x) = x2 kai

g(x) = { συν 1
x
, x ≠ 0

0 , x = 02



èqoun arqik , en¸ h sÔnjes  tou

(f ○ g)(x) = { συν2 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0den èqei arqik  (Blèpe efarmog  2 sto pìrisma tou jew-r mato
 3).IsqÔei ìmw
 to epìmeno je¸rhma, pou exasfal�zei ikanè
sunj ke
, ¸ste h sÔnjesh na èqei arqik .Jewrhma 6 An h sun�rthsh f ∶ R → R èqei ar-qik  en¸ h sun�rthsh g èqei suneq  deÔterh par�gwgosto di�sthma ∆ me g′(x) ≠ 0 gia k�je x ∈ ∆, tìte hsun�rthsh f ○ g èqei arqik  sto ∆.Apodeixh 'Estw F mia arqik  th
 f . H sun�rthsh F ○ ge�nai paragwg�simh sto ∆, me
(F○g)′(x) = F ′(g(x))⋅g′(x) = f(g(x))⋅g′(x) = (f○g)(x))⋅g′(x)Epomènw
 pa�rnoume:

(f ○ g)(x)) = 1

g′(x) ⋅ (F ○ g)′(x)Epeid  loipìn h (F ○ g)′ èqei arqik  kai h 1
g′(x) èqeisuneq  par�gwgo, apì to je¸rhma 5 prokÔptei ìti kaih sun�rthsh f ○ g èqei arqik  sto ∆ ∎Sqolio 3 H prìtash den isqÔei qwr�
 na ikanopoioÔn-tai ìle
 oi sunj ke
. Gia par�deigma, an f(x) = x2 kai

g(x) = { ηµ 1
x
, x ≠ 0

0 , x = 0tìte h sun�rthsh
(f ○ g) = { ηµ2 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0den èqei arqik .Jewrhma 7 'Estw f, g duo sunart sei
 orismène
 deèna di�sthma pou ikanopoioÔn ti
 parak�tw sunj ke
: a)H sun�rthsh f èqei arqik  sto, b) H sun�rthsh g di-afèrei apì thn f sta shme�a enì
 peperasmènou sunìlou
A , dhlad  f(x) ≠ g(x) , x ∈ A , en¸ e�nai �sh me thn fsta upìloipa shme�a, dhlad  f(x) = g(x) , x ∈ ∆ −A .Tìte h sun�rthsh g den èqei arqik  sto ∆ ∎H parap�nw prìtash e�nai polÔ qr simh sti
 efar-mogè
, dhlad  apotele� èna spouda�o ergale�o gia naapode�xoume ìti mia sun�rthsh den èqei arqik .

1.2 Arqik  kai mh suneqe�
 sunart sei
AfoÔ ìle
 oi suneqe�
 se di�sthma sunart sei
 èqoun ar-qik , ja exet�soume ti sumba�nei sti
 peript¸sei
 pou miasun�rthsh f den e�nai suneq 
. Epeid  mia sun�rthsh pouden e�nai suneq 
 se èna shme�o mpore� na èqei, an�loga methn per�ptwsh, diaforetik  sumperifor�, ja prospaj -soume na kalÔyoume di�fore
 peript¸sei
, pou exart¸n-tai apì to e�do
 th
 asunèqeia
.Prìtash 1 Up�rqoun mh suneqe�
 sunart sei
, oris-mène
 se di�sthma pou èqoun arqik .Paradeigma 2 Mia tètoia sun�rthsh e�nai kai h ex -
:
f(x) = { ηµ 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0H sun�rthsh aut  den e�nai suneq 
, wstìso èqei arqik .Pragmatik�, e�nai f(x) = g(x) + h(x), ìpou
g(x) = { ηµ 1

x
+ 2xσυν 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0kai
h(x) = { −2xσυν 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0All� h h w
 suneq 
 èqei arqik  kai h g èqei arqik thn
G(x) = { x2συν 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0'Ara kai h sun�rthsh f(x) = g(x) + h(x) èqei arqik .1.3 SqìliaSqolio 4 H sun�rthsh
g(x) = { συν 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0èqei ep�sh
 arqik . H apìdeixh e�nai �dia me thn parap�nw,diìti
συν

1

x
= 2xηµ1

x
− (x2ηµ1

x
)′kai h sun�rthsh

h(x) = { xηµ 1
x
, x ≠ 0

0 , x = 0e�nai suneq 
.Sqolio 5 Oi sunart sei

f(x) = { ηµα

x
, x ≠ 0

0 , x = 0
, α ≠ 0kai

g(x) = { συν α
x
, x ≠ 0

0 , x = 0
, α ≠ 0èqoun arqik . H apìdeixh e�nai �dia me aut n tou pa-rade�gmato
.3



Prìtash 2 Up�rqoun sunart sei
 pou den e�naisuneqe�
 kai den èqoun arqik .Up�rqei bèbaia apeir�a sunart sewn pou den e�naisuneqe�
 kai den èqoun arqik . Mia tètoia sun�rthshe�nai kai h epìmenh:
f(x) = { −2 , x < 0

1 , x ≥ 0To gegonì
 ìti h sun�rthsh aut  den èqei arqik , e�naiemfanè
 ston majhmatikì, ìqi ìmw
 kai sto majht . Autìto gegonì
 èqei na k�nei me thn idiìthta Darboux kai e�nai¸ra na per�soume pio diexodik� se aut  thn ènnoia.1.4 To je¸rhma Darboux kai h Ôparxharqik 
Orismo
 1 Ja lème ìti mia sun�rthsh f pou e�naiorismènh se èna di�sthma∆ èqei thn idiìthta Darboux, angia k�je α , β ∈ ∆ me α < β kai gia k�je γ an�mesa sta
f(α) , f(β) , up�rqei δ ∈ (α , β) tètoio, ¸ste f(δ) = γ.Oi stajerè
 sunart sei
 èqoun ìle
 thn idiìthta Dar-

boux, diìti ikanopoie�tai profan¸
 (apì tupik 
 - logik 
pleur�
) o parap�nw orismì
.Prìtash 3 (Basik ) An mia sun�rthsh f e�naisuneq 
 sto di�sthma ∆ , tìte h sun�rthsh aut  èqeithn idiìthta Darboux sto di�sthma ∆ ∎To ant�strofo den isqÔei p�nta. Up�rqoun dhlad sunart sei
 pou èqoun thn idiìthta Darboux, all�den e�nai suneqe�
. Sth sunèqeia anafèroume orismè-na jemeli¸dh sumper�smata, to pr¸to apì ta opo�adiatup¸netai sto parak�tw je¸rhma.Jewrhma 8 Mia sun�rthsh f èqei se èna di�sthma ∆thn idiìthta Darboux an kai mìno, an to sÔnolo f(I) e�naidi�sthma, gia k�je upodi�sthma I tou ∆ ∎Ed¸ na shmei¸soume ìti sthn èktash aut 
 tou keimè-nou, ta monosÔnola ta jewroÔme kai w
 diast mata,prokeimènou na apofÔgoume to diaqwrismì peript¸sewn.IsqÔoun ep�sh
 ta ex 
 jewr mata:Jewrhma 9 An mia sun�rthsh f èqei thn idiìthta
Darboux sto di�sthma ∆ kai de mhden�zetai sto di�sthmaautì, tìte aut  diathre� stajerì prìshmo sto ∆ . Autìshma�nei ìti   f(x) > 0 gia k�je x ∈ ∆   f(x) < 0 giak�je x ∈ ∆ .Jewrhma 10 An mia sun�rthsh f èqei thn idiìthta
Darboux sto di�sthma ∆ kai e�nai 1 − 1 , tìte e�nai gnhs�-w
 monìtonh sto di�sthma ∆ .

1.5 Prot�sei
 pou bas�zontai stoje¸rhma DarbouxA
 èrjoume t¸ra na doÔme ti sqèsh èqei h Ôparxh arqik 
me to je¸rhma Darboux. Gia na apant soume to er¸th-ma autì, ja anafèroume to ex 
 spouda�o je¸rhma pouafor� thn par�gwgo mia
 sun�rthsh
:Jewrhma 11 (Darboux) An mia sun�rthsh f e�naiparagwg�simh se èna di�sthma, tìte h par�gwgì
 th
 èqeithn idiìthta Darboux sto di�sthma autì ∎SÔmfwna loipìn me to je¸rhma tou Darboux h par�g-wgo
 mia
 sun�rthsh
 e�nai mia idiìmorfh sun�rthsh, pioploÔsia orismène
 forè
 apì thn �dia th sun�rthsh. Blè-poume dhlad  ìti an h par�gwgo
 mia sun�rthsh
 oris-mènh se di�sthma pa�rnei dÔo timè
, tìte pa�rnei kai ìle
ti
 endi�mese
. Ton�zoume ìti anaferìmaste p�nta se di-ast mata.Exa�resh apotele� ìmw
 to gegonì
 ìti en¸ hsun�rthsh f , w
 paragwg�simh e�nai suneq 
, h par�gw-go
 sun�rthsh den e�nai upoqrewtik� suneq 
. Genikìter-a isqÔei h ex 
 prìtash:Prìtash 4 Mia sun�rthsh mpore� na èqei thn idiìth-ta Darboux se èna di�sthma, qwr�
 na e�nai suneq 
 stodi�sthma ∎2.4 'Estw ìti h sun�rthsh f èqei arqik  thn F s-to di�sthma, AfoÔ h f e�nai h par�gwgo
 th
 F , dhlad 
f = F ′ kai h F ′ èqei thn idiìthta Darboux, sumpera�-noume ìti kai h f èqei thn idiìthta Darboux. ProkÔpteiloipìn h ex 
 prìtash:Jewrhma 12 An mia sun�rthsh f den èqei thn idiìth-ta Darboux se èna di�sthma ∆ , tìte h f den èqei arqik sto di�sthma autì ∎Gia par�deigma h sun�rthsh

f(x) = { 1, x ≠ 0
0, x = 0den èqei arqik , diìti den èqei thn idiìthta Darboux, mi-a kai to sÔnolo tim¸n th
 e�nai sÔnolo me dÔo stoiqe�a,dhlad  to f(R) = {0,1} kai ìqi di�sthma.Porisma 2 An gia mia sun�rthsh f pou e�nai orismèn-h se èna di�sthma ∆ to f(∆) den e�nai di�sthma, tìte hsun�rthsh f den èqei arqik  sto ∆ ∎Epomènw
, an me mia mati� diapist¸soume ìti h eikìna

f(∆) tou ∆ den e�nai di�sthma, tìte me bebaiìthta lèmeìti h sun�rthsh f den èqei arqik .4



1.6 Merik� Qr sima SqìliaSqolio 6 Up�rqoun sunart sei
 pou èqoun thn idiìth-ta Darboux, all� den èqoun arqik . Mia tètoiasun�rthsh e�nai h ex 
:
f(x) = { ηµ 1

x
, x ≠ 0

1 , x = 0To gegonì
 ìti h sun�rthsh aut  den èqei arqik , toapode�xame sto pìrisma tou jewr mato
 3. Epomènw
:H idiìthta Darboux apotele� anagka�a sunj kh gia naèqei mia sun�rthsh arqik , den apotele� ìmw
 kai ikan sunj kh gia na èqei h sun�rthsh aut  arqik  ∎Me �lla lìgia, h idiìthta Darboux apotele� anagka�a al-l� ìqi ikan  sunj kh gia na èqei mia sun�rthsh arqik .Up�rqoun epomènw
 sunart sei
 pou èqoun thn idiìthta
Darboux, all� den èqoun arqik . K�je ìmw
 sun�rthshpou èqei arqik , èqei kai thn idiìthta Darboux.Sqolio 7 En¸ to �jroisma dÔo sunart sewn pou è-qoun arqik  èqei ep�sh
 arqik , h idiìthta aut  denmetafèretai kai se sunart sei
 pou èqoun thn idiìthta
Darboux. 'Etsi:An dÔo sunart sei
 f, g èqoun thn idiìthta Darbouxsto di�sthma ∆, to �jroisma f + g kai h diafor� f − gden èqoun upoqrewtik� thn idiìthta Darboux. ∎Gia par�deigma, gia ti
 sunart sei
:

f(x) = { sin
1
x
, x ≠ 0

0 , x = 0kai
g(x) = { − sin 1

x
, x ≠ 0

1 , x = 0e�nai
(f + g)(x) = { 0, x ≠ 0

1, x = 0h opo�a w
 gnwstìn den èqei thn idiìthta Darboux.Sqolio 8 An mia sun�rthsh f èqei thn idiìthta Dar-

boux, tìte kai h sun�rthsh f + k èqei thn idiìthta Dar-

boux, gia k�je pragmatik  stajer� k.Sqolio 9 An mia sun�rthsh f èqei thn idiìthta Dar-

boux, tìte kai h sun�rthsh λf èqei thn idiìthta Darboux,gia k�je pragmatik  stajer� λ ≠ 0. Shmei¸noume ep�sh
ìti:� An h f e�nai suneq 
 kai h g èqei thn idiìthta Dar-

boux, tìte h sun�rthsh f + g den èqei apara�thtathn idiìthta Darboux.

� An h sun�rthsh h e�nai suneq 
 kai h sun�rthsh
h○f èqei thn idiìthta Darboux gia k�je sun�rthsh
f pou èqei thn idiìthta Darboux, tìte h h e�naigrammik , dhlad  e�nai th
 morf 
 h(x) = αx + βSqolio 10 An mia sun�rthsh f èqei arqik  kai den mh-den�zetai se èna di�sthma ∆, tìte h sun�rthsh 1

f
den èqeiupoqrewtik� arqik  sto ∆. IsqÔei ìmw
 to ex 
:An mia sun�rthsh f den mhden�zetai se èna di�sthma kaièqei thn idiìthta Darboux sto di�sthma autì, tìte hsun�rthsh 1

f
èqei thn idiìthta Darboux sto ∆.∎Ta erwt mata aut� sqet�zontai me thn prìtash Jarnikpou ja diatup¸soume parak�tw.Sqolio 11 An dÔo sunart sei
 èqoun thn idiìthta

Darboux, tìte kai h sÔnjes  tou
 èqei thn idiìthta Dar-

boux ∎1.7 'Ena qr simo sumpèrasma'Eqoume dei mèqri t¸ra ìti:a) Oi suneqe�
 sunart sei
 se di�sthma èqoun arqik .b) Oi sunart sei
 pou èqoun arqik  èqoun thn idiìthta
Darboux.g) Up�rqoun sunart sei
 pou èqoun thn idiìthta Dar-

boux, all� den èqoun arqik .d) Up�rqoun mh suneqe�
 sunart sei
 pou èqoun ar-qik , �ra èqoun kai thn idiìthta Darboux. Mia tètoiasun�rthsh e�nai kai h
f(x) = { ηµ 1

x
, x ≠ 0

0 , x = 0k�ti pou èqoume  dh apode�xei. Ta parap�nw ma
 epitrè-poun na k�noume èna sqèdio gia to p¸
 sumperifèrontaiorismèna  dh sunart sewn sqetik� me thn Ôparxh ar-qik 
: An sumbol�soume ant�stoiqa me F∆ to sÔnolotwn sunart sewn me ped�o orismoÔ to ∆ , me C∆ tosÔnolo twn suneq¸n sunart sewn sto ∆ , me D∆ tosÔnolo twn sunart sewn pou èqoun thn idiìthta Dar-

boux sto ∆ arqik  sto ∆ kai me A∆ to sÔnolo twnsunart sewn pou èqoun arqik  sto ∆ , tìte isqÔei ìti:
C∆ ⊆ A∆ ⊆ D∆ ⊆ F∆ Me �lla lìgia mporoÔme napoÔme ìti:Oi suneqe�
 sunart sei
 se èna di�sthma ∆ apoteloÔnuposÔnolo sto sÔnolo twn sunart sewn pou èqounarqik , autè
 e�nai uposÔnolo sto sÔnolo twnsunart sewn pou èqoun thn idiìthta Darboux kai autè
me th seir� tou
 uposÔnolo sto sÔnolo twnsunart sewn pou e�nai orismène
 sto di�sthma ∆.5



2 Prot�sei
 - Sqìlia sthn arqik sun�rthshAnafèroume qwr�
 apìdeixh orismèna sqìlia   prot�-sei
 pou ja sumb�lloun ¸ste na sqhmat�soume mia piooloklhrwmènh eikìna gia thn arqik  sun�rthsh.Sqolio 12 (Prìtash Jarnik) 'Estw f ∶ ∆ → R kai
g ∶ ∆ → R

∗ dÔo sunart sei
 pou èqoun arqik  stodi�sthma ∆ . Tìte h sun�rthsh f
g
èqei thn idiìthta Dar-

boux sto ∆ ∎Sqolio 13 m'Estw f ∶ I → J , g ∶ J → R dÔosunart sei
 pou èqoun thn idiìthta Darboux sta diast -mata I , J . Tìte h sun�rthsh g ○ f èqei thn idiìthta
Darboux sto di�sthma I ∎Orismo
 2 'Estw x0 èna eswterikì shme�o enì
 di-ast mato
 ∆. An ta pleurik� ìria th
 sun�rthsh
 f sto
x0 up�rqoun, e�nai pragmatiko� arijmo� all� diaforetik�metaxÔ tou
, tìte lème ìti h sun�rthsh f parousi�zei s-to x0 asunèqeia pr¸tou e�dou
. Diaforetik� h asunèqeialègetai deutèrou e�dou
.Asunèqeia loipìn deutèrou e�dou
 ja parousi�zei miasun�rthsh sto x0 ìtan k�poio apì ta pleurik� ìria denup�rqei   ìtan k�poio apì aut� up�rqei men all� den e�naipragmatikì
 arijmì
.Prìtash 5 'Estw f mia sun�rthsh pou e�nai monìtonhsto di�sthma ∆. Tìte ta endeqìmena shme�a asunèqeia
th
 f e�nai pr¸tou e�dou
 kai to sÔnolo aut¸n twn shme�-wn e�nai to polÔ arijm simo ∎Prìtash 6 'Estw f mia sun�rthsh pou èqei thn idiìth-ta Darboux sto di�sthma ∆. Tìte ta endeqìmena shme�aasunèqeia
 th
 f e�nai deutèrou e�dou
∎Porisma 3 An mia sun�rthsh f orismènh se ènadi�sthma ∆ den e�nai suneq 
 se k�poio eswterikì shme�otou ∆ kai parousi�zei asunèqeia pr¸tou e�dou
 se autì toshme�o, tìte h sun�rthsh aut  den èqei arqik  sto ∆ ∎Efarmogh 4 D�netai h sun�rthsh

f(x) = { lnx
x−1 , x ∈ (0 , 1 ) ∪ (1 , +∞ )

2 , x = 1Na apodeiqje� ìti h sun�rthsh f den èqei arqik .Lush H sun�rthsh f den e�nai suneq 
 sto 1, mia kai
lim
x→1

f(x) = lim
x→1

lnx

x − 1
= 1 ≠ 2 = f(1)Epomènw
, afoÔ h f parousi�zei asunèqeia pr¸tou e�dou
sto x0 = 1, h sun�rthsh aut  den èqei arqik .

Sqolio 14 'Estw f mia sun�rthsh pou èqei thn idiìth-ta Darboux sto di�sthma∆ kai e�nai monìtonh sto di�sth-ma ∆. Tìte h f e�nai suneq 
 sto ∆ ∎Sqolio 15 Epeid  mia sun�rthsh pou èqei arqik  è-qei upoqrewtik� thn idiìthta Darboux, sumpera�noume ìtian up�rqoun shme�a asunèqeia
, tìte aut� e�nai deutèroue�dou
. ∎Sqolio 16 An mia sun�rthsh e�nai monìtonh se ènadi�sthma ∆ kai èqei shme�a asunèqeia
, tìte aut  denèqei arqik ∎Pragmatik�, autì sumba�nei diìti mia monìtonh sun�rthshse èna di�sthma den mpore� na èqei asunèqeia deutèroue�dou
 se kanèna eswterikì shme�o. Kai epeid  oi a-suneqe�
 sunart sei
 pou èqoun arqik  èqoun asunèqeiamìno deutèrou e�dou
, h sun�rthsh aut  den èqei arqik .Paradeigma 3 Oi sunart sei

f(x) = { x2 , x ∈ [0 , 1]

x + 1, x > 1
g(x) = { ex , x ≤ 0

x + 2 , x > 0den èqoun arqik , diìti e�nai monìtone
 kai e�nai asuneqe�
me asunèqeia pr¸tou e�dou
. ( To ìti den èqoun arqik prokÔptei ep�sh
 apì to gegonì
 ìti to sÔnolo tim¸n tou
den e�nai di�sthma)2.1 Basikì SumpèrasmaAn mia sun�rthsh f e�nai orismènh se èna di�sthma ∆kai se k�poio shme�o x0 tou ∆ èna toul�qiston apì tapleurik� ìria th
 f sto x0, peperasmèno   �peiro, up�rqeikai e�nai diaforetikì apì to f(x0), tìte h sun�rthsh aut den èqei arqik  sto ∆. H parap�nw prìtash e�nai prak-tik� polÔ qr simh, diìti o upologismì
 twn pleurik¸n or�-wn se mia sun�rthsh e�nai sqetik� eÔkolh upìjesh, opìteeÔkola mporoÔme na diapist¸soume ìti mia sun�rthsh denèqei arqik . Gia par�deigma, h sun�rthsh
f(x) = { x , x ≤ 0

1
x
συνx, x > 0den èqei arqik , afoÔ to dexiì ìrio th
 f sto 0 e�nai +∞.Sqolio 17 DÔo akìma prot�sei
 me jewrhtikì qarak-t ra e�nai oi epìmene
:A. (Je¸rhma Lebesgue) Up�rqei toul�qiston miasun�rthsh f me ped�o orismoÔ to R pou e�nai asuneq 
se k�je shme�o x kai èqei thn idiìthta Darboux ∎)B. ( Je¸rhma Sierpinski)Gia k�je sun�rthsh f ∶ R → Rup�rqoun dÔo asuneqe�
 sunart sei
 f1 , f2 ∶ R → Rpou èqoun thn idiìthta Darboux, ¸ste na isqÔei:

f = f1 + f2 ∎6



Sqolio 18 Kle�noume ta endiafèronta sqìlia pouaforoÔn ti
 sunart sei
 Darboux jum�zonta
 th basik idiìthta pou sundèei ti
 suneqe�
 sunart sei
 kai ti
sunart sei
 me thn idiìthta Darboux kai pou anafèrame dh sthn arq  th
 paragr�fou.An mia sun�rthsh f e�nai suneq 
 sto di�sthma ∆, tìteh sun�rthsh aut  èqei thn idiìthta Darboux stodi�sthma ∆ ∎To ant�strofo den isqÔei p�nta. Up�rqoun dhlad sunart sei
 pou èqoun thn idiìthta Darboux, all� dene�nai suneqe�
.3 Efarmogè
 sthn arqik sun�rthshEfarmogh 5 D�netai h sun�rthsh
f(x) = { ηµ 1

x
, x ≠ 0

α , x = 0Na apodeiqje� ìti:a) h sun�rthsh f èqei thn idiìthta Darboux, an kai mìnoan ∣α∣ ≤ 1b) h sun�rthsh f èqei arqik , an kai mìno an α = 0Efarmogh 6 An mia sun�rthsh f èqei arqik  sta di-ast mata [α ,β] , [β , γ] , tìte èqei arqik  kai sto di�sth-ma [α , γ]Efarmogh 7 D�nontai oi sunart sei

f(x) = { 1

2 , x = 0

ηµ2 1
x
− ηµ 1

x
, x ≠ 0

g(x) = { 1
2 , x = 0

ηµ2 1
x
+ ηµ 1

x
, x ≠ 0Na apodeiqje� ìti oi sunart sei
 f , g èqoun arqik , en¸h sun�rthsh f ⋅ g den èqei arqik .

4 To aìristo olokl rwmaH ènnoia tou aìristou oloklhr¸mato
 e�nai gnwst . Denja anaferj¸ se mejìdou
 upologismoÔ oÔte se efar-mogè
 par� ja k�nw mìno orismèna sqìlia ston orismìtou.

4.1 Eisagwg 'Estw mia sun�rthsh f orismènh se èna di�sthma ∆, hopo�a èqei par�gousa sto ∆. E�nai gnwstì ìti se aut thn per�ptwsh h f èqei �peire
 arqikè
, oi opo�e
 m�listadiafèroun kat� m�a pragmatik  stajer�.Orismo
 3 Onom�zoume aìristo olokl rwma th
 f s-to ∆ to sÔnolo twn arqik¸n th
 sto di�sthma ∆ . E�naidhlad :
∫ f(x)dx = {F / F ∶∆→ R, F ′(x) = f(x) gia k�je x ∈∆'Opw
 fa�netai apì ton parap�nw orismì to aìristoolokl rwma mia sun�rthsh
 se èna di�sthma e�nai sÔnolokai ìqi sun�rthsh.SÔmbash 'Opw
 prokÔptei apì ton orismì, h ènnoiatou aìristou oloklhr¸mato
 anafèretai se di�sthma. Anloipìn to ped�o orismoÔ mia
 sun�rthsh
 den e�nai di�sth-ma, all� ènwsh diasthm�twn, tìte lègonta
 aìristo olok-l rwma th
 f ja ennooÔme to aìristo olokl rwma aut 
se èna upodi�sthma tou ped�ou orismoÔ th
.Orismo
 4 'Estw F∆ to sÔnolo twn sunart sewn pouèqoun ped�o orismoÔ to(  or�zontai sto)di�sthma ∆ kai
A,B ⊆ F∆. Or�zoume tìte ta ex 
:a) A +B = {f + g/f ∈ A και g ∈ B}b) A −B = {f − g/f ∈ A και g ∈ B}g) f +B = {f } +B = {f + g/ g ∈ B }d) f −B = {f } −B = {f − g/ g ∈ B }e) λA = {λf/f ∈ A}, λ ∈ R∗ , −A = {(−1)f/f ∈ A } ,
λ(A +B) = λA + λB , λ ∈ R∗Ton�zoume ìti ed¸ h diafor� A − B den e�nai h gnwst pr�xh sunìlwn A ∩B′.Orismo
 5 'Estw ∆ èna di�sthma. Or�zoume:

C ∶ {f ∶∆ → R/f = stajer }Me �lla lìgia to C sumbol�zei to sÔnolo twn stajer¸nsunart sewn me ped�o orismoÔ to di�sthma ∆.Jewrhma 13 Gia to sÔnolo C isqÔei ìti:1. λC =C , gia k�je λ ≠ 02. C + C =C kai C − C =C3. k + C =k − C = C + k = C − k = C gia k�je k ∈ C4. f + C =f −C = {f + k/k ∈ C} gia k�je sun�rthsh
f ∈ F∆5. An f ∈ F∆ kai I = {f + k/k ∈ C}, tìte I − I = C,
I + C = I kai λI = λf +C ={λf +k/k ∈ C}, ìpou
λ ≠ 07



6. IsqÔei ep�sh
 h idiìthta:
f +C = g +C⇔ f = g + c , c ∈ RSÔmfwna me ton orismì tou aìristou oloklhr¸mato
kai epeid  oi par�gouse
 th
 �dia
 sun�rthsh
 f se è-na di�sthma diafèroun mìno kat� mia stajer�, prokÔpteiìti:Prìtash 7 An h F e�nai mia arqik  th
 sun�rthsh
 fse èna di�sthma ∆, tìte èqoume:
∫ f(x)dx = F (x) + C(1)ìpou C e�nai to sÔnolo twn stajer¸n sunart sewn pouor�same parap�nw. Suqn�, autì to C lègetai kai stajer�olokl rwsh
 ∎4.2 Basik  parat rhshGia th stajer� olokl rwsh
 C, pou a
 mhn xeqn�me ìtie�nai sÔnolo kai ìqi arijmì
   sun�rthsh, isqÔei h polÔendiafèrousa idiìthta: ∫ f(x)dx + C = ∫ f(x)dxAn loipìn jèsoume ∫ f(x)dx = I ,tìte h parap�nwisìthta gr�fetai:

I + C = I(∗ ∗ ∗)Sthn sqèsh (***) e�nai fanerì ìti kam�a gnwst  pr�xhapì tou
 arijmoÔ
 den mpore� na g�nei. Den mpore� giapar�deigma na diagr�youme apì ta dÔo mèlh to I kai nap�roume C = 0, afoÔ to pr¸to mèlo
 sthn sqèsh C = 0e�nai sÔnolo kai to deÔtero e�nai arijmì
 ! All� akìmakai an afairèsoume sthn (***) apì ta dÔo mèlh to sÔnolo
I, tìte, ìpw
 anafèrame sti
 idiìthte
, ja p�roume:
I + C−I = I−I⇔ (I−I)+C = C⇔ C+C = C⇔ C = Cpou e�nai bèbaia alhj 
 prìtash kai ìqi C = 0 !!! Jum�-zoume ìti C −C = C. Na ton�soume ep�sh
 epiprosjètw
ìti e�nai I − I = C , opìte p�li opoiad pote {diagraf }sthn isìthta I + C = I, den odhge� par� sthn C = C !4.3 SqìliaSqolio 19 Gia lìgou
 aploÔsteush
, se poll� bibl�-a, sqolik� all� kai panepisthmiak�, sunhj�zetai to sÔno-lo C na antikaj�statai apì mia pragmatik  stajer� c.Autì, an kai proswrin� aplopoie� k�pw
 tou
 upologis-moÔ
, dhmiourge� �lla probl mata, diìti sthn (1) tou pro-hgoumènou jewr mato
 kai ta dÔo mèlh e�nai sÔnola kaih (1) ekfr�zei isìthta sunìlwn. An ìmw
 ant� th
 (1)gr�youme:

∫ f(x)dx = F (x) + c c ∈ R (2)

tìte sthn (2) to pr¸to mèlo
 e�nai sÔnolo kai to deÔteroe�nai sun�rthsh, dhlad  èna mìno stoiqe�o tou sunìloupou perièqei to pr¸to mèlo
. H qr sh loipìn th
 (2) ankai den dhmiourge� ousiastikì prìblhma ston upologismìtwn oloklhrwm�twn, odhge� orismène
 forè
 par�doxa.'Ena tètoio e�nai kai to ex 
:Sqolio 20 'Ena...par�doxo!!! Gia th sun�rthsh
f(x) = 1

x
, x > 0 kai efarmìzonta
 olokl rwsh kat�par�gonte
 pa�rnoume:

I = ∫ f(x)dx =∫ 1
x
dx =∫ 1 ⋅ 1xdx =∫ x′ 1xdx =

x ⋅ 1
x
− ∫ x ⋅ ( 1x)′dx =1 − ∫ x ⋅ (− 1

x2 )′dx =1 + ∫ 1
x
dx = 1 + IApì th sqèsh loipìn I = 1+ I pou br kame, diagr�fonta
to I prokÔptei ìti 1 = 0, pou e�nai profan¸
 �topo. Pouèqei g�nei to l�jo
?Apanthsh 'Opw
 èqoume anafèrei sto sqetikì orismì, to

I = ∫ f(x)dx e�nai sÔnolo.H sqèsh loipìn I = 1 + I, methn afa�resh tou I apì ta dÔo mèlh (mia kai èqei orisje�eidik� h diafor� dÔo sunìlwn me stoiqe�a sunart sei
)d�nei:
I = 1 + I⇔ I − I = 1 + I − I⇔ C = 1 +C⇔ C = CEpomènw
 kam�a diagraf  den mpore� na g�nei me to gnw-stì trìpo, mia kai den prìkeitai gia arijmoÔ
, all� giasÔnola pou èqoun tele�w
 diaforetik  sumperifor� sti
pr�xei
 th
 prìsjesh
 kai th
 afa�resh
. Kanèna �topoloipìn den mpore� na prokÔyei.Sqolio 21 Oi pr�xei
 me to sÔnolo C èqoun, ìpw
 e�-dame  dh, k�poia idiaiterìthta. 'Etsi, an h F e�nai arqik th
 sun�rthsh
 f(x) = 1

x
, x > 0 , tìte sto parap�nwer¸thma, sÔmfwna kai me to sqetikì je¸rhma, èqoume:

1 + I = I⇔ 1 + F (x) +C = F (x) +C⇔ 1 +C = CAut  h sqèsh den d�nei �topo, diìti:
1 +C = C⇔ 1 +C −C = C −C⇔ 1 +C = Cdhlad  odhge� ston eautì th
, akìma kai an k�noumeprosp�jeia gia {diagraf } me ton sun jh trìpo.Geniko sumperasmaMia sqèsh th
 morf 


I = g(x) + λIme λ ≠ 1, ma
 epitrèpei na gr�youme:
I = 1

1 − λ
g(x) +Cw
 na eprìkeito dhlad  na lÔsoume ex�swsh w
 pro
 Ikai na prosjèsoume th stajer� olokl rwsh
. Autì me8



austhrì trìpo mporoÔme na to apode�xoume akolouj¸n-ta
 ta ex 
 b mata:
I = g(x) + λI ⇒ F (x) +C = g(x) + λ(F (x) +C)⇒

F (x) +C = g(x) + λF (x) + λC ⇒
(1 − λ)F (x) +C = g(x) +C ⇒

F (x) + 1

1 − λ
C = 1

1 − λ
g(x) + 1

1 − λ
C ⇒

F (x) +C = 1

1 − λ
g(x) +C ⇒

I = 1

1 − λ
g(x) +CJum�zoume ìti an I = ∫ f(x)dx kai F e�nai arqik  th
 f ,tìte isqÔei ìti:a) I = F (x) +Cb ) λ(F +C) = λF + λC = λF +C , me λ ≠ 0 Thn para-p�nw diap�stwsh th qrhsimopoioÔme ìtan upolog�zoumeaìrista oloklhr¸mata kai efarmìzoume dÔo forè
 olok-l rwsh kat� par�gonte
. Tètoia oloklhr¸mata e�nai kaita ex 
:

I = ∫ exηµxdx I = ∫ exσυνxdx

Me thn parap�nw mèjodo br�skoume mia {ex�swsh} me �g-nwsto to I kai lÔnonta
 w
 pro
 I prosjètoume th sta-jer� olokl rwsh
 C.Eidikìtera, an to tetr�gwno mia
 sun�rthsh
 èqei ar-qik , tìte den shma�nei kat�n�gkh ìti kai h sun�rthshèqei arqik .'Ena par�deigma e�nai kai to ex 
: JewroÔme thsun�rthsh:
G2(x) = { 1

2(1 + συν 2
x
) , x ∈ (0,1]

0 , x = 0'Estw ìti G2 èqei arqik , ìti h A(x) e�nai arqik  th

G2 kai h B(x) mia arqik  th
 G. Tìte

[B(x
2
)]′ = { 1

2συν
2
x
, x ∈ (0,1]

0 , x = 0E�nai ìmw

[A(x) −B(x

2
)]′ = { 1

2 , x ∈ (0,1]
0 , x = 0Aut  den èqei arqik ,opìte kai h G2 den èqei arqik .
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