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Hardy 31 1Mia parat rhsh sthn �skhsh 31 sel. 37 th dèkath èkdosh toubibl�ou tou G.H. Hardy: A Course of Pure Mathematics (Cam-

bridge University Press, 1975)

Μανώλης Ζαμπετάκης
Φοιτητής Ηλεκτρολόγων Μηχανικών
και Μηχανικών Υπολογιστών Ε.Μ.Π.

Η εκφώνηση της άσκησης:

Θεωρώ τους αριθμούς:
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Πρόταση 1 Αν ο αριθμός ε+ζ είναι ρητός τότε και ο αριθμός
τότε και ο αριθμός εζ είναι ρητός.

Αποδειξη ΄Εστω λοιπόν ότι:

ε + ζ ∈ Q (1)

Τότε (ε + ζ)3 ∈ Q (2)

επίσης από την αρχική μορφή των ε, ζ έχω ότι

ε3 + ζ3 = a + 9b3 + a
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ε3 + ζ3 ∈ Q (3)

Από την (2) με την βοήθεια της (3) βρίσκουμε 3ε2ζ + 3εζ2 ∈ Q
καιεζ (ε + ζ) ∈ Q. ΄Αρα: εζ ∈ Q. ∎
΄Αμεση συνέπεια του προηγουμένου είναι ότι� εζ ∉ Q⇒ ε + ζ ∉ Q (∗)

Θα αποδείξουμε ότι υπάρχουν a, b για τα οποία εζ ∉ Q. ΄Εχουμε:
εζ = 3
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Προφανώς για να είναι ο εζ ρητός θα πρέπει να είναι ο (εζ)3
κύβος ρητού. Είναι:

(εζ)3 = ⎛⎝a + 9b3 + a
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= a2 − (81b6 + 18b3a + a2)(a − b3)
27b3

=
= 81b9 + 10b3a2 − 63b6a − a3
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Προφανώς αφού ο (εζ)3 είναι κύβος ρητού και ο (εζ)3 (27b3)
είναι κύβος ρητού. ΄Αρα θα πρέπει και ο:

81b9 + 10b3a2 − 63b6a − a3 (4)

να είναι κύβος ρητού. Ισχύει το ακόλουθο:

Λήμμα 1 Αν ένας ακέραιος αριθμός γράφεται σαν κύβος
ρητού, τότε αυτός ο ρητός είναι ακέραιος.

Αποδειξη. ΄Εστω οτί ο m είναι ένας ακέραιος αριθμός και έστω
ότι:

m = p3

q3
, p, q ∈ Z∗, (p, q) = 1

τότε
mq3 = p3

και αφού τα p, q δεν έχουν κοινούς διαιρέτες

m = kp3, k ∈ Z∗
οπότε

kp3q3 = p3
δηλαδή kq3 = 1 και αφού οι k q3 είναι ακέραιοι θα είναι k =±1, q = ±1 οπότε m = (±p)3. ∎
Αν τώρα υποτεθεί ότι για κάποιο ζεύγος a, b είναι ε + ζ ∈ Q

θα πρέπει και ο αριθμός

81b9 + 10b3a2 − 63b6a − a3
να είναι κύβος ακεραίου. Αλλά a = 9 και b = 2 είναι

81b9 + 10b3a2 − 63b6a − a3 = 10935
και ο αριθμός 10935 δεν είναι τέλειος κύβος.
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