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Rhtè Efaptomène
Στράτος Μάκρας, Δρ Μαθηματικών
Ευρωπαϊκό Σχολείο Βρυξελλες ΙΙΙ1 Pw {mou proèkuye} to prìblhma.

Παίζοντας με τον τριγωνομετρικό κύκλο στο σχήμα

αναρωτήθηκα αν, εκτός από την ΟΑ, υπάρχει κάποια άλλη από
τις ΟΒ, ΟΓ κ.τ.λ. η οποία τέμνει το κύκλο σε ρητό πολλαπλάσιο
του π.

Διατύπωσα τελικά το πρόβλημα ως εξής.� Εκτός από την εφ2π
8
που ισούται με 1, υπάρχει άλλη της

μορφής εφ2π
ν
, ν > 8 ακέραιος η οποία να είναι ρητός αρι-

θμός;2 H ap�nthsh
Κάθε ακέραιος ν > 8 γράφεται στη μορφή ν = 2m ⋅ q όπου και q
περιττός
Π.χ. 10 = 2 ⋅ 5 , 11 = 20 ⋅ 11 , 16 = 24 ⋅ ⋅, ...
Θα αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα σε τρία βήματα, αφού πρώτα
παρατηρήσουμε τα εξής:
Γνωρίζουμε ότι αν εφα ≠ ±1, τότε

εφ2α =
2εφα

1 − εφ2α

άρα

εφα ∈ Q⇒ εφ2α ∈ Q

Επομένως

εφ2α ∉ Q⇒ εφα ∉ Q

2.1 1o b ma: ν = 2
m, m > 3

Εδώ λοιπόν q = 1. ΄Εχουμε:

εφ
π

4
=

2εφπ

8

1 − εφ2 π

8

(θέτουμε εφπ

8
= ω )

1 =
2ω

1 − ω2

ή
ω2 + 2ω − 1 = 0

ή

ω = −1 ±√2
που δεν είναι ρητός άρα

εφ
π

8
∉ Q

και κατά συνέπεια

εφ
2π

16
∉ Q

οπότε επαγωγικά για m ⩾ 4

εφ
2π

2m
∉ Q2.2 2o b ma: ν = 2

0
⋅ q me q perittì

Δηλαδή ν = 2m + 1, m ≥ 2
(για m = 1, έχουμε εφ2π

ν
= εφ2π

3
= −√3 ∉ Q )

΄Εστω ότι και εφ2π
ν
=

1
k
έχουμε διαδοχικά

k ⋅ ηµ2π
ν
= συν

2π

ν

ή

(k + i)ηµ2π
ν
= συν

2π

ν
+ iηµ2π

ν

και υψώνοντας στην ν :

(k + i)ν ⋅ (ηµ2π
ν
)ν = 1

ή

(k + i)ν = 1

(ηµ 2π
ν
)ν

οπότε
Im(k + i)ν = 0

΄Εχουμε τώρα

(k + i)ν = (k + i)2m+1 = k2m+1 + ( 2m + 1
1

)k2m ⋅ 1 −
( 2m + 1

2
)k2m−1 + ... + ( 2m + 1

1
)k(−1)m + (−1)mi

΄Αρα

( 2m + 1
1

)k2m + ... + (−1)m = 0
και κατά συνέπεια k διαιρεί το 1 δηλαδή εφ2π

ν
= 1 με ν ≥ 5

περιττό (άτοπο).

1



2.3 3o b ma
Εδώ τελειώνει, σχεδόν, η απόδειξη. Θυμίζουμε ότι ν = 2m ⋅ q, q
περιττός. Για m = 0, έχουμε απαντήσει στο 2ο βήμα. Για m ≥ 3
και q = 1, έχουμε απαντήσει στο 1ο βήμα. Αν τώρα m ≠ 0

και q > 1, χρησιμοποιώντας διαδοχικά την αρχική παρατήρηση
(εφα ∈ Q⇒ εφ2α ∈ Q ) και το βήμα 2, φτάνουμε στο συμπέρασ-
μα ότι

εφ
2π

ν
∉ Q

Π.χ.

εφ
2π

25 ⋅ 7 ∈ Q⇒ εφ
2π

24 ⋅ 7 ∈ Q⇒ ...εφ
2π

7
∈ Q

άτοπο (βήμα 2)

Τελικη παρατηρηση

Για την

εφ
2π

ν
=

l

k

(l, k) = 1 ενεργούμε ανάλογα ...
Im(k + il)ν = 0

η οποία καταλήγει στην k = l = 1.
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