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Merik� sumper�smata p�nw sta jew-r mata mèsh
 tim 
 tou diaforikoÔ kaioloklhrwtikoÔ logismoÔ
Μπάμπης ΣτεργίουPer�lhyhTo parak�tw �rjro gr�fhke me aform  ta ìsaanafèrontai sti
 dÔo shmantikè
 phgè
 pou d�nontaisth bibliograf�a. 'Eqoun skopì na emplout�sounto oplost�sio tou kajhght  tou majhmatik¸n me tona katade�xoun orismèna axiìloga sumper�smata twnjewrhm�twn mèsh
 tim 
, tìso tou diaforikoÔ ìsokai tou oloklhrwtikoÔ logismoÔ. H qr sh twn la-tinik¸n gramm�twn sti
 metablhtè
 ègine gia prak-tikoÔ
 lìgou
 kat� thn plhktrolìghsh tou keimènoukai elp�zw autì na mhn apotelèsei arnhtikì stoiqe�osthn katanìhsh ìswn akoloujoÔn. M�a arqik  morf aut 
 th
 ergas�a
 parousi�sthke ton Septèmbrio tou2009 ston diktuakì tìpo mathematica.Euqarist�e
Euqarist¸ ton sun�delfo Qr sto Kard�sh pouèkane thn epimèleia twn apode�xewn.1 Στο Θεώρημα μέσης τιμής του Lagrange

Θεώρημα 1 1. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο
κλειστό διάστημα [a, b] και παραγωγίσιμη στο (a, b),τότε
για κάθε x ∈ (a, b] υπάρχει c = c(x) ∈ (a, x) τέτοιο, ώστε

f(x)− f(a) = f ′(c)(x − a)

Θεώρημα μέσης τιμής του Lagrange

2. Αν επιπλέον η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο a με
f ′′(a) 6= 0, τότε

lim
x→a

c (x)− a

x − a
=

1

2

Αποδειξη

1. Θεωρούμε τη συνάρτηση

h(t) = f(t)− f(a)− (t− a) · f(x)− f(a)

x− a

η οποία είναι συνεχής στο [a, x] και παραγωγίσιμη στο
(a, x) με

h′(t) = f ′(t)− f(x)− f(a)

x− a

h(a) = f(a)− f(a)− (a− a) · f(x)− f(a)

x− a
= 0

και

h(x) = f(x)− f(a)− (x− a) · f(x)− f(a)

x− a
= 0

΄Ετσι ισχύει το θεώρημα Rolle, δηλαδή υπάρχει c ∈ (a, x)

τέτοιο, ώστε h′(c) = 0 δηλαδή f ′(c) − f(x)−f(a)
x−a

=

0 ⇔f ′(c) = f(x)−f(a)
x−a

⇔f(x)− f(a) = (x− a) · f ′(c)

2. Θεωρούμε τις συναρτήσεις

F (x) = f(x)− f(a)− (x− a)f ′(a)

και

G(x) = (x− a)2

με x ∈ [a, b] Οι συναρτήσεις αυτές είναι παραγωγίσιμες
στο x ∈ [a, b) με G′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ (a, b). ΄Εχουμε:

• Σύμφωνα με τον κανόνα de L’Hospital είναι:

K = lim
x→a

F (x)
G(x) =lim

x→a

F ′(x)
G′(x) =lim

x→a

f ′(x)−f ′(a)
2(x−a) =

1
2f

′′(a)

• Σύμφωνα και με το 1) είναι επίσης :
K = lim

x→a

F (x)
G(x) = lim

x→a

f(x)−f(a)−(x−a)f ′(a)

(x−a)2
=

lim
x→a

f ′(c)(x−a)−(x−a)f ′(a)

(x−a)2
= lim

x→a

f ′(c)−f ′(a)
x−a

=

lim
x→a

( f
′(c)−f ′(a)

c−a
· c−a
x−a

) = f ′′(a) lim
x→a

c−a
x−a

Από τις παραπάνω σχέσεις και αφού πρόκειται για
το ίδιο όριο παίρνουμε ότι

lim
x→a

c (x)− a

x − a
=

1

2

1



2 Στο 1ο θεώρημα μέσης τιμής
του ολοκληρωτικού λογισμού

Θεώρημα 2 1. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο
κλειστό διάστημα [a, b], τότε υπάρχει c ∈ (a, b) τέτοιο,
ώστε ∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b− a)

(1ο θεώρημα μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού)

2. Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα
[a, b], τότε για κάθε x ∈ (a, b] υπάρχει c = c(x) ∈ (a, x)
τέτοιο, ώστε

∫ x

a

f(t)dt = f(c)(x − a)

Αν επιπλέον η f είναι παραγωγίσιμη στο a με f ′(a) 6= 0,
τότε

lim
x→a

c (x)− a

x− a
=

1

2

Αποδειξη

1. Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) =
x∫
a

f(t)dt στο [a, b]. Η h

είναι συνεχής στο [a, b] και παραγωγίσιμη στο (a, b). ΄Αρα
από το θεώρημα μέσης τιμής θα υπάρχει c ∈ (a, b) τέτοιο,
ώστε

h′(c) =
h(b)− h(a)

b− a
=

b∫
a

f(t)dt− 0

b− a
=

b∫
a

f(t)dt

b− a

Επομένως
b∫

a

f(t)dt = (b− a)h′(c)

2. Θεωρούμε το όριο:

K = lim
x→a

∫ x

a
f(t)dt − xf(a) + af(a)

(x− a)2

Σύμφωνα με το 1ο θεώρημα μέσης τιμής του
ολοκληρωτικού λογισμού, υπάρχει c ∈ (a, x) τέτοιο ώστε

∫ x

a

f(t)dt = f(c)(x− a)

Επομένως:

K = lim
x→a

∫
x

a
f(t)dt−xf(a)+af(a)

(x−a)2 =

lim
x→a

f(c)(x−a)−xf(a)+af(a)
(x−a)2 =

= lim
x→a

f(c)(x−a)−f(a)(x−a)
(x−a)2 =

lim
x→a

f(c)−f(a)
x−a

= lim
x→a

( f(c)−f(a)
c−a

· c−a
x−a

) =

lim
x→a

( f(c)−f(a)
c−a

lim
x→a

c−a
x−a

) =

= f ′(a) · lim
x→a

c−a
x−a

(1)

Εφαρμόζοντας όμως το θεώρημα του de L’Hospital για
το όριο K παίρνουμε:

K = lim
x→a

∫
x

a
f(t)dt−xf(a)+af(a)

(x−a)2 =

= lim
x→a

f(x)−f(a)
2(x−a) = 1

2f
′(a) (2)

Επειδή f ′(a) 6= 0, από τις σχέσεις (1) και (2) παίρνουμε :

lim
x→a

c(x) − a

x− a
=

1

22.1 Γενικεύσεις

Στο σκεπτικό του προηγούμενου θεωρήματος κινούνται και οι
επόμενες προτάσεις:

Πρόταση 1 Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [a, b] και
δύο φορές παραγωγίσιμη στο σημείο a με f ′(a) = 0 και
f ′′(a) 6= 0, τότε

1. Για κάθε x ∈ (a, b] υπάρχει c = c(x) ∈ (a, x) τέτοιο, ώστε

∫ x

a

f(t)dt = f(c)(x− a)

2. Ισχύει ότι :

lim
x→a

c(x)− a

x− a
=

1√
3

Πρόταση 2 Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [a, b] και
n φορές παραγωγίσιμη στο σημείο a με f (k)(a) = 0 για
k = 1, 2, 3, ..., n− 1 και f (n)(a) 6= 0, τότε

1. Για κάθε x ∈ (a, b] υπάρχει c = c(x) ∈ (a, x) τέτοιο, ώστε

∫ x

a

f(t)dt = f(c)(x− a)

2. Ισχύει ότι: lim
x→a

c(x)−a

x−a
= 1

n
√
n+1

2



3 Στο 2ο θεώρημα Μέσης Τιμής
του ολοκληρωτικού λογισμού

Θεώρημα 3 1. Αν f , g είναι συνεχείς συναρτήσεις στο
κλειστό διάστημα [a, b] και η g δεν μηδενίζεται σε κανέ-
να σημείο του [a, b], τότε για κάθε x ∈ (a, b] υπάρχει
c = c(x) ∈ [a, x] τέτοιο, ώστε

∫ x

a

f(t)g(t)dt = f(c)

∫ x

a

g(t)dt

2ο θεώρημα Μέσης Τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού

2. Αν επιπλέον η f είναι παραγωγίσιμη στο a με f ′(a) 6= 0
και g(a) 6= 0 τότε

lim
x→a

c(x)− a

x− a
=

1

2

Αποδειξη

1. Η g είναι συνεχής και μη μηδενιζόμενη στο [a, b], οπότε
διατηρεί σταθερό πρόσημο. ΄Εστω ότι g(x) > 0. Η f είναι
συνεχής σε κλειστό διάστημα , οπότε θα παίρνει ελάχιστη
και μέγιστη τιμή δηλαδή m ≤ f(x) ≤ M . ΄Αρα

mg(t) ≤ f(t)g(t) ≤ Mg(t)

Ολοκληρώνοντας στο [a, x] προκύπτει:
x∫
a

mg(t)dt ≤
x∫
a

f(t)g(t)dt ≤
x∫
a

Mg(t)dt ⇔

m
x∫
a

g(t)dt ≤
x∫
a

f(t)g(t)dt ≤ M
x∫
a

g(t)dt

΄Ομως
x∫
a

g(t)dt > 0 οπότε προκύπτει

m ≤

x∫
a

f(t)g(t)dt

x∫
a

g(t)dt

≤ M

Από εδώ συμπεραίνουμε ότι υπάρχει c ∈ [a, x] τέτοιο ,ώ-
στε

x∫
a

f(t)g(t)dt

x∫
a

g(t)dt

= f(c)

δηλαδή
x∫

a

f(t)g(t)dt = f(c) ·
x∫

a

g(t)dt

2. Θεωρούμε τις συναρτήσεις F,G στο [a, b] με τύπους:

F (x) =

∫ x

a

f(t)g(t)dt− f(a)

∫ x

a

g(t)dt

και
G(x) = (x− a)2

Αυτές είναι παραγωγίσιμες στο [a, b] με G′(x) 6= 0 για κά-
θε x στο (a, b]. Από τον κανόνα de L’Hospital παίρνουμε:

K = lim
x→a

F (x)
G(x) = lim

x→a

F ′(x)
G′(x) = lim

x→a

f(x)g(x)−f(a)g(x)
2(x−a) =

= 1
2 lim
x→a

( f(x)−f(a)
x−a

g(x)) = 1
2f

′(a)g(a) (1)

Από την άλλη μεριά, σύμφωνα με το 1) είναι:

K = lim
x→a

F (x)
G(x) = lim

x→a

f(c)
∫

x

a
g(t)dt−f(a)

∫
x

a
g(t)dt

(x−a)2 =

= lim
x→a

( f(c)−f(a)
c−a

· c−a
x−a

·
∫

x

a
g(t)dt

x−a
) = f ′(a)g(a) lim

x→a

c−a
x−a

(2)

όπου στο τελευταίο όριο έχουμε χρησιμοποιήσει ξανά
τον κανόνα de L’Hospital. Από τις σχέσεις (1) και (2)
παίρνουμε, λόγω των περιορισμών f ′(a) 6= 0 , g(a) 6= 0

ότι lim
x→a

c(x)−a

x−a
= 1

24 Στο Θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy

Θεώρημα 4 1. ΄Εστω f, g συνεχείς συναρτήσεις στο [a, b]
και παραγωγίσιμες στο (a, b) με g′(t) 6= 0 για κάθε
t ∈ (a, b). Τότε, για κάθε x ∈ (a, b] ισχύει ότι:

(αʹ) g(x) 6= g(a)

(βʹ) υπάρχει c = c(x) ∈ (a, x), τέτοιο, ώστε

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)

Θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy

2. Αν επιπλέον οι συναρτήσεις f, g είναι δύο φορές παραγ-
ωγίσιμες στο a, g′(a) 6= 0 και f ′′(a)g′(a) 6= f ′(a)g′′(a),
τότε:

lim
x→a

c(x)− a

x− a
=

1

2

Αποδειξη

1. (αʹ) Υποθέτουμε ότι g(x) = g(a). ΄Ομως η g είναι
συνεχής στο [a, x], παραγωγίσιμη στο (a, x) και
g(x) = g(a). ΄Αρα ισχύει το θεώρημα Rolle, δηλαδή
υπάρχει c ∈ (a, x) τέτοιο, ώστε g′(c) = 0, το οποίο
είναι άτοπο, διότι g′(t) 6= 0 για κάθε x ∈ (a, b).

(βʹ) Θεωρούμε τη συνάρτηση

h(t) = f(t) · [g(x)− g(a)]− g(t) · [f(x)− f(a)]

Η h είναι συνεχής στο [a, x],παραγωγίσιμη στο (a, x)
με

h′(t) = f ′(t) · [g(x)− g(a)]− g′(t) · [f(x)− f(a)]

και ισχύει:
h(a) = f(a) · [g(x)− g(a)]− g(a) · [f(x)− f(a)] =
f(a) · g(x)− g(a) · f(x)
h(x) = f(x) · [g(x)− g(a)]− g(x) · [f(x)− f(a)] =
f(a) · g(x)− g(a) · f(x)
δηλαδή h(x) = h(a). Από το θεώρημα Rolle
προκύπτει ότι υπάρχει c ∈ (a, x) τέτοιο, ώστε
h′(c) = 0,δηλαδή

f ′(c) · [g(x)− g(a)]− g′(c) · [f(x)− f(a)] = 0

και τελικά
f ′(c)

g′(c)
=

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)

3



2. Θεωρούμε τις συναρτήσεις

F (x) = f(x)− f(a)− [g(x)− g(a)]
f ′(a)

g′(a)

και
G(x) = (x− a)2

Οι συναρτήσεις αυτές είναι παραγωγίσιμες στο [a, b) και
G′(x) 6= 0 στο (a, b).

• Επειδή από το 1) είναι

f(x)− f(a) = [g(x)− g(a)]
f ′(c)

g′(c)

έχουμε:

K = lim
x→a

F (x)
G(x) =lim

x→a

[g(x)−g(a)] f
′(c)

g′(c)
−[g(x)−g(a)] f

′(a)

g′(a)

(x−a)2 =

= lim
x→a

(
f′(c)

g′(c)
− f′(a)

g′(a)

c−a
· c−a
x−a

· g(x)−g(a)
x−a

) =

g′(a)( f
′(x)

g′(x) )
′|x=a · lim

x→a

c−a
x−a

(1)

• Σύμφωνα με τον κανόνα de L’Hospital έχουμε:

K = lim
x→a

F (x)
G(x) = lim

x→a

F ′(x)
G′(x) =

lim
x→a

f ′(x)−g′(x) f′(a)

g′(a)

2(x−a) = 1
2 lim(

x→a

f′(x)

g′(x)
− f′(a)

g′(a)

x−a
· g′(x)) =

1
2g

′(a) · ( f
′(x)

g′(x) )
′|x=a (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2), λόγω των περιορισμών,
παίρνουμε τη ζητούμενη σχέση.
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